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Rozdziaª 1

Liniowe równanie ró»niczkowe
zwyczajne o staªych
wspóªczynnikach jako
podstawowy model ukªadu
dynamicznego. Modele
równowa»ne podstawowemu

W rozdziale tym rozwa»ono zastosowanie liniowych równa« ró»niczkowych
zwyczajnych o staªych wspóªczynnikach jako podstawowych modeli wej±cio-
wo-wyj±ciowych ukªadów dynamicznych. Pokazano w jaki sposób mo»na
wykorzysta¢ przeksztaªcenie Laplace'a do wyznaczania rozwi¡za« takich rów-
na« oraz do oceny pocz¡tkowych i ko«cowych (ustalonych) warto±ci mode-
lowanych procesów. Wprowadzono poj¦cie transmitancji operatorowej ukªa-
du dynamicznego oraz rozwa»ono wyznaczanie typowych charakterystyk cza-
sowych na podstawie takich transmitancji. Omówiono podstawowe zasady
przeksztaªcania schematów strukturalnych oraz grafów sygnaªowych trak-
towanych jako dogodne reprezentacje modeli ukªadów dynamicznych.

1.1 Zastosowanie przeksztaªcenia Laplace'a
Przykªad 1.1.1 Rozwi¡» jednorodne równanie ró»niczkowe liniowe

ÿ(t) + 5ẏ(t) + 6y(t) = 0
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6 ROZDZIA� 1. PODSTAWOWE MODELE

z warunkami pocz¡tkowymi: y(0+) = a oraz ẏ(0+) = b.

Rozwi¡zanie Dokonuj¡c transformacji Laplace'a, uzyskujemy s2Y (s)−
sy(0+)− ẏ(0+) + 5(sY (s)− y(0+)) + 6Y (s) = 0, sk¡d wynika, »e

Y (s) =
5a + b + as

6 + 5s + s2
=

5a + b + as

(2 + s)(3 + s)
.

Bieguny transformaty Y (s) s¡ wi¦c biegunami pojedynczymi. Zatem, rozkªa-
daj¡c Y (s) na uªamki proste, otrzymujemy

Y (s) =
3a + b

2 + s
− 2a + b

3 + s
.

Rozwi¡zanie w dziedzinie czasu wyznaczamy, dokonuj¡c odwrotnej trans-
formacji Laplace'a

y(t) = L−1(Y (s)) = (3a + b) · e−2t − (2a + b) · e−3t, t ≥ 0. (1.1)

Sprawd¹my otrzymany wynik, korzystaj¡c ze wzoru Haeviside'a

y(t) =
L(s)
M ′(s)

∣∣∣∣
s=−2

· e−2t +
L(s)
M ′(s)

∣∣∣∣
s=−3

· e−3t, t ≥ 0

w którym Y (s) = L(s)
M(s) oraz M ′(s) = dM(s)

ds . Zatem, uwzgl¦dniaj¡c równo±¢
M ′(s) = 5 + 2s, otrzymujemy wyra»enie dane wzorem (1.1).

Przykªad 1.1.2 Rozwi¡» równanie caªkowo-ró»niczkowe

ẏ(t) + 4
∫ t

0
e(t−τ)y(τ)dτ + 3y(t) = 1, y(0+) = 1.

Rozwi¡zanie Dokonuj¡c transformacji Laplace'a, otrzymujemy sY (s)−
y(0+) + 4 · L(et ∗ y(t)) + 3Y (s) = 1/s. Sk¡d wynika, »e

Y (s) =
s− 1

s(1 + s)
=

1
1 + s

− 1
s(1 + s)

a nast¦pnie (por. dodatek 1 )

y(t) = e−t − (1− e−t) = 2e−t − 1, t ≥ 0.
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Przykªad 1.1.3 Rozwi¡» niejednorodne równanie ró»niczkowe

y(3)(t) + 4y(2)(t) + 4y(1)(t) + 3y(t) = u(t)

zakªadaj¡c wymuszenie u(t) w postaci jednostkowej funkcji skokowej oraz
warunki pocz¡tkowe: y(0+) = 1, y(1)(0+) = 2, y(2)(0+) = 3.

Rozwi¡zanie Korzystaj¡c z nast¦puj¡cych wzorów:

L(y(1)(t)) = sY (s)− y(0+)
L(y(2)(t)) = s2Y (s)− sy(0+)− y(1)(0+)
L(y(3)(t)) = s3Y (s)− s2y(0+)− sy(1)(0+)− y(2)(0+)

wyznaczamy

Y (s) =
1 + 15s + 6s2 + s3

s(3 + 4s + 4s2 + s3)
. (1.2)

Rozkªadaj¡c (1.2) na uªamki proste, uzyskujemy

Y (s) =
1
3s

+
0.80952
3 + s

− −4.28571 + 0.14286s

0.866032 + (0.5 + s)2
.

Na tej podstawie otrzymujemy y(t) = 0.33333 + 0.80952e−3t + 5.03322e−5t ·
sin(0.86603t− 0.02839), t ≥ 0.

Przykªad 1.1.4 Znale¹¢ warto±¢ pocz¡tkow¡ pochodnej sygnaªu f(t), gdy
dana jest jego transformata Laplace'a

F (s) =
1 + 3s

1 + s + s2
.

Rozwi¡zanie Niech g(t) = ḟ(t). Wtedy G(s) = L(g(t)) = sF (s) −
f(0+). Ale

f(0+) = lim
t→0+

f(t) = lim
s→∞ sF (s) = lim

s→∞
s + 3s2

1 + s + s2
= 3. (1.3)

St¡d

G(s) =
s + 3s2

1 + s + s2
− 3 =

−3− 2s

1 + s + s2
.

Mamy zatem
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g(0+) = lim
t→0+

g(t) = lim
s→∞ sG(s) = lim

s→∞
−3s− 2s2

1 + s + s2
= −2.

Formalnie rzecz bior¡c, nale»aªoby sprawdzi¢, czy istnieje granica g(0+).
Wyznaczmy f(t). Ze wzoru (1.3) wynika, »e mianownik transformaty F (s)
posiada zera zespolone: 1+s+s2 = 3/4+(1/2+s)2. Przeto f(t) = −1/

√
3 ·

e−t/2 · sin(
√

3t/2) + 3e−t/2 · cos(
√

3t/2), t ≥ 0, oraz f(0+) = 3. Pochodna
f(t) wyra»a si¦ wzorem g(t) = −√3e−t/2 · sin(

√
3t/2)− 2e−t/2 · cos(

√
3t/2),

t ≥ 0. A zatem g(0+) = −2.

Zadanie 1.1.1 Posªuguj¡c si¦ metod¡ transformacji Laplace'a, rozwi¡»
jednorodne równanie ró»niczkowe

ÿ(t) + 3ẏ(t) + 2y(t) = 0, y(0+) = a, ẏ(0+) = b.

Odpowied¹ y(t) = (2a + b) · e−t − (a + b) · e−2t, t ≥ 0.

Zadanie 1.1.2 Stosuj¡c metod¦ transformacji Laplace'a, znajd¹ rozwi¡-
zanie niejednorodnego równania ró»niczkowego

ÿ(t) + 2ẏ(t) + 5y(t) = 3 · 1(t), y(0+) = 0, ẏ(0+) = 0.

Odpowied¹ y(t) = 0.6− 0.3e−t · sin 2t− 0.6e−t · cos 2t, t ≥ 0.

Zadanie 1.1.3 Schemat ideowy pokazany na rys. 1.1 jest modelem rzeczy-
wistego ukªadu ró»niczkuj¡cego. Oblicz odpowied¹ y(t) tego ukªadu na
pobudzenie skokowe u(t) = E · 1(t), je»eli na pojemno±ci C znajduje si¦
ªadunek pocz¡tkowy +Q0.

Rys. 1.1. Obwód RC

Odpowied¹ y(t) = (E − U0) · e−t/T , t ≥ 0, gdzie U0 = Q0/C oraz
T = RC.
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Zadanie 1.1.4 Model obiektu dany jest równaniem ró»niczkowym

ÿ(t) + 4ẏ(t) + 3y(t) = u(t)

przy czym wszystkie warunki pocz¡tkowe s¡ zerowe. Zakªadaj¡c sygnaª wej-
±ciowy u(t) = 2 cos 3t, t ≥ 0, wyznacz sygnaª y(t).

Odpowied¹ y(t) = −0.0667 cos 3t+0.1333 sin 3t+0.1667 e−3t−0.1e−t,
t ≥ 0.

Zadanie 1.1.5 Rozwi¡» ukªad równa« ró»niczkowych




ẏ1 − 2ẏ2 + y1 = 1(t)
y1 + ẏ2 − 2y2 = e−t · 1(t)
y1(0+) = 1, y2(0+) = 0.

Odpowied¹ y1(t) = 1− 2
3e−2t +e−t− 1

3et oraz y2(t) = 1
2 − 1

6e−2t− 1
3et,

t ≥ 0.

Zadanie 1.1.6 Korzystaj¡c z caªki Duhamela, wyznacz oryginaª transfor-
maty

F (s) =
s

(a + s)(b + s)
, a 6= b.

Odpowied¹ f(t) = a·e−at−b·e−bt

a−b , t ≥ 0.

Zadanie 1.1.7 Wyznacz transformat¦ Laplace'a funkcji

f(t) =
∞∑

n=1

1(t− n).

Odpowied¹ F (s) = L(f(t)) = e−s

s(1−e−s)
.

Zadanie 1.1.8 Wyznacz transformat¦ Laplace'a funkcji (n = 0, 2, 4, . . .)

f(t) =
{

1 dla n ≤ t < n + 1
−1 dla n + 1 ≤ t < n + 2.

Odpowied¹ F (s) = L(f(t)) = 1−e−s

s(1+e−s)
.
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Zadanie 1.1.9 Znajd¹ oryginaª gn(t) = L−1(Gn(s)) transformaty

Gn(s) =
n∏

i=1

(i + s)−1, n ∈ N.

Odpowied¹ gn(t) =
∑n

i=1 aie
−it, t ≥ 0, gdzie ai = (−1)i−1

(i−1)!(n−i)! , i ∈ N.

Zadanie 1.1.10 Znajd¹ oryginaª transformaty

Gn(s) =
n−1∏

i=1

(2i + s) ·
n∏

i=1

(2i− 1 + s)−1, n ∈ N.

Odpowied¹ Rozwi¡zanie dane jest wzorem

gn(t) = L−1(Gn(s)) =
n∑

i=1

aie
−(2i−1)t, t ≥ 0

przy czym

ai =
(2(i− 1)− 1)!! · (2(n− i)− 1)!!

(2(i− 1))!! · (2(n− i))!!

za±: 1 · 3 · 5 · · · (2k− 1) = (2k− 1)!!, 2 · 4 · 6 · · · (2k) = (2k)!! oraz k!! = 1 dla
k ≤ 0.

1.2 Transmitancja operatorowa oraz charakterys-
tyki czasowe ukªadu dynamicznego

Przykªad 1.2.1 Oblicz odpowied¹ impulsow¡ oraz skokow¡ ukªadu o trans-
mitancji operatorowej

G(s) =
24 + 30s + 8s2

24 + 26s + 9s2 + s3
.

Rozwi¡zanie Poniewa» G(s) jest transmitancj¡ o jednokrotnych biegu-
nach

G(s) =
L(s)
M(s)

=
24 + 30s + 8s2

(2 + s)(3 + s)(4 + s)

zatem odpowied¹ impulsow¡ obliczy¢ mo»na w nast¦puj¡cy sposób:
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g(t) =
L(s)
M ′(s)

∣∣∣∣
s=−2

· e−3t +
L(s)
M ′(s)

∣∣∣∣
s=−3

· e−3t +
L(s)
M ′(s)

∣∣∣∣
s=−4

· e−4t, t ≥ 0

gdzie M ′(s) = dM(s)
ds = 26 + 18s + 3s2. Wynika st¡d, »e

g(t) = −2e−2t − 6e−3t + 16e−4t, t ≥ 0.

Odpowied¹ skokow¡ obliczamy analogicznie ze wzoru

h(t) =
L(s)
M(s)

∣∣∣∣
s=0

+
L(s)

sM ′(s)

∣∣∣∣
s=−2

· e−2t +
L(s)

sM ′(s)

∣∣∣∣
s=−3

· e−3t+

+
L(s)

sM ′(s)

∣∣∣∣
s=−4

· e−4t, t ≥ 0.

Sk¡d ostatecznie otrzymujemy

h(t) = 1 + e−2t + 2e−3t − 4e−4t, t ≥ 0.

Przykªad 1.2.2 Oblicz oryginaª transformaty

F (s) =
1

s(1 + Ts)

korzystaj¡c: a) z metody rozkªadu na uªamki proste, b) ze wzorów Hae-
viside'a, c) z twierdzenia Borela, d) z twierdzenia o transformacie caªki
oryginaªu.

Rozwi¡zanie a) Zapisuj¡c F (s) w postaci

F (s) =
a

s
+

b

1 + Ts

ªatwo stwierdzamy, »e a = 1 oraz b = −T . Zatem, zgodnie z podstawowymi
reguªami transformacji Laplace'a (por. dodatek 1 ), otrzymujemy f(t) =
1− e−t/T , t ≥ 0.

b) Wyra»aj¡c F (s) jako

F (s) =
L(s)

sM(s)
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gdzie L(s) = 1 oraz M(s) = 1 + Ts, oryginaª f(t) mo»emy przedstawi¢
nast¦puj¡co:

f(t) =
L(s)
M(s)

∣∣∣∣
s=0

+
L(s)

sM ′(s)

∣∣∣∣
s=−1/T

· e−t/T , t ≥ 0

przy czym M ′(s) = dM(s)
ds = T . Mamy zatem f(t) = 1− e−t/T , t ≥ 0.

c) Zapisuj¡c F (s) w postaci

F (s) = L
(
L−1

(
1
s

)
? L−1

(
1

1 + Ts

))

oryginaª f(t) obliczamy ze wzoru

f(t) = L−1

(
1
s

)
? L−1

(
1

1 + Ts

)
.

Poniewa»

L−1

(
1
s

)
= 1(t) oraz L−1

(
1

1 + Ts

)
=

e−t/T

T
· 1(t)

przeto f(t) = T−1 · ∫ t
0 e−(t−τ)/T dτ = 1− e−t/T , t ≥ 0.

d) Jak ªatwo zauwa»y¢

F (s) = L
(∫ t

0
L−1

(
1

1 + Ts

)
dτ

)
.

Obowi¡zuje bowiem równo±¢

L−1

(
1

1 + Ts

)
=

e−t/T

T
· 1(t).

Na tej podstawie otrzymujemy f(t) = −eτ/T |t0 = 1− e−t/T , t ≥ 0.

Przykªad 1.2.3 Znajd¹ oryginaª transformaty

F (s) =
1 + 3s + s2

(1 + s)3
.
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Rozwi¡zanie Przedstawiaj¡c F (s) w postaci

F (s) =
a1

1 + s
+

a2

(1 + s)2
+

a3

(1 + s)3

stwierdzamy, »e a1(1 + s)2 + a2(1 + s) + a3 = 1 + 3s + s2. Zatem: a1 = 1,
2a1 + a2 = 3 oraz a1 + a2 + a3 = 1. W efekcie mamy: a1 = 1, a2 = 1 oraz
a3 = −1. Ze wzoru

L−1

(
1

(−α + s)n

)
=

tn−1 · eαt

(n− 1)!
, n ≥ 1, t ≥ 0

uzyskujemy rozwi¡zanie f(t) = (1 + t− 0.5t2) · e−t, t ≥ 0.

Przykªad 1.2.4 Znajd¹ odpowied¹ impulsow¡ oraz skokow¡ modelu danego
transmitancj¡ operatorow¡

G(s) =
45 + 20s + 7s2

15 + 11s + 5s2 + s3
=

45 + 20s + 7s2

(3 + s)(22 + (1 + s)2)
. (1.4)

Rozwi¡zanie Rozkªadaj¡c (1.4) na uªamki proste, otrzymujemy

G(s) =
6

3 + s
+

5 + s

22 + (1 + s)2
.

Odpowiedzi¡ impulsow¡ jest zatem

g(t) = 6e−3t + (cos 2t + 2 sin 2t) · e−t, t ≥ 0.

Z rozkªadu na uªamki proste transformaty odpowiedzi skokowej H(s)

H(s) =
G(s)

s
=

3
s
− 2

3 + s
− 1 + s

22 + (1 + s)2

wynika, »e odpowied¹ ta ma posta¢

h(t) = 3− 2e−3t − e−t · cos 2t, t ≥ 0.

Przykªad 1.2.5 Dla modelu o transmitancji

G(s) =
2 + 8s + 16s2

(2 + s)(1 + s)2

wyznacz odpowied¹ na pobudzenie u(t) pokazane na rys. 1.2a.
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Rys. 1.2. Przykªad pobudzenia

Rozwi¡zanie Zauwa»my (por. rys. 1.2b), »e u(t) = u1(t) + u2(t) +
u3(t), gdzie: u1(t) = 2 · 1(t − 1), u2(t) = −(t − 2) · 1(t − 2) oraz u3(t) =
(t− 4) · 1(t− 4). Transformata pobudzenia u(t) dana jest zatem wzorem

U(s) =
2e−s

s
− e−2s

s2
+

e−4s

s2
.

Odpowied¹ uzyskuje si¦ po odwróceniu transformaty G(s) · U(s), co
wymaga znalezienia dwóch transformat odwrotnych

L−1

(
2 + 8s + 16s2

s(2 + s)(1 + s)2

)
oraz L−1

(
2 + 8s + 16s2

s2(2 + s)(1 + s)2

)

a nast¦pnie zastosowania twierdzenia o translacji w dziedzinie oryginaªu. W
pierwszym przypadku zachodzi

2 + 8s + 16s2

s(2 + s)(1 + s)2
=

L(s)
sM(s)

=
a0

s
+

a11

1 + s
+

a12

(1 + s)2
+

a2

2 + s

przy czym:

a0 = L(s)
M(s)

∣∣∣
s=0

, a11 = 1
(2−1)!

d(2−1)

ds(2−1)

(
L(s)

sM1(s)

)∣∣∣
s=−1

a12 = 1
(2−2)!

d(2−2)

ds(2−2)

(
L(s)

sM1(s)

)∣∣∣
s=−1

, a2 = L(s)
sM1(s)

∣∣∣
s=−2

gdzie M1(s) = 2 + s. Na tej podstawie otrzymujemy

2 + 8s + 16s2

s(2 + s)(1 + s)2
=

1
s

+
24

1 + s
− 10

(1 + s)2
− 25

2 + s

sk¡d wynika, »e
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L−1

(
2 + 8s + 16s2

s(2 + s)(1 + s)2

)
= 1 + (24− 10t) · e−t − 25e−2t, t ≥ 0. (1.5)

W podobny sposób wyznacza si¦ drug¡ transformat¦ odwrotn¡:

L−1

(
2 + 8s + 16s2

s2(2 + s)(1 + s)2

)
=

3
2

+ t− (14− 10t) · e−t +
25
2

e−2t, t ≥ 0. (1.6)

Ze wzorów (1.5) i (1.6) oraz twierdzenia o translacji w dziedzinie orygi-
naªu wnioskujemy, »e

y(t) = (2 + (48− 20(t− 1)) · e−(t−1) − 50e−2(t−1)) · 1(t− 1)−
−(1.5 + (t− 2)− (14− 10(t− 2)) · e−(t−2) + 12.5e−2(t−2)) · 1(t− 2) +

+(1.5 + (t− 4)− (14− 10(t− 4)) · e−(t−4) + 12.5e−2(t−4)) · 1(t− 4).

Zadanie 1.2.1 Okre±li¢ odpowied¹ impulsow¡ ukªadu o transmitancji ope-
ratorowej

G(s) =
1

s2(a + s)
.

Odpowied¹ g(t) = t
a + e−at−1

a2 , t ≥ 0.

Zadanie 1.2.2 Dla modelu danego transmitancj¡ operatorow¡

G(s) =
Y (s)
U(s)

=
3 + s + (1 + s)2(1 + 3s + s2)

(1 + s)2(1 + 3s + s2)

ustal warto±¢ sygnaªu wyj±ciowego y(t) dla t = 0 i t → ∞, je»eli sygnaª
wej±ciowy u(t) ma posta¢ skoku jednostkowego.

Odpowied¹ limt→0 y(t) = 1 oraz limt→∞ y(t) = 4.

Zadanie 1.2.3 Oblicz odpowied¹ impulsow¡ ukªadu opisanego dan¡ trans-
mitancj¡:
a) G(s) = 3+2s+s2

(1+s)3
,

b) G(s) = 7+9s+5s2+s3

(1+s)(2+s) ,
c) G(s) = 12+2s

5+2s+s2 .
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Odpowied¹ Odpowiedzi impulsowe (dla t ≥ 0):

a) g(t) = (1 + t2) · e−t,
b) g(t) = dδ(t)

dt + 2δ(t) + 2e−t − e−2t,
c) g(t) = (5 sin 2t + 2 cos 2t) · e−t.

Zadanie 1.2.4 Schemat ideowy pokazany na rys. 1.3 jest przykªadem
modelu ukªadu drugiego rz¦du. Traktuj¡c napi¦cie u1(t) jako wielko±¢ wej-
±ciow¡, za± u2(t) jako wielko±¢ wyj±ciow¡, wyznacz operatorow¡ transmi-
tancj¦ tego ukªadu.

Rys 1.3. Ukªad RC drugiego rz¦du

Odpowied¹ Rozwa»ana transmitancja ma posta¢

U2(s)
U1(s)

=
1

1 + (T1 + T2 + T12)s + T1T2s2

gdzie: T1 = R1C1, T2 = R2C2 oraz T12 = R1C2.

Zadanie 1.2.5 Wyznacz odpowied¹ impulsow¡ oraz skokow¡ obiektu mo-
delowanego dan¡ transmitancj¡ operatorow¡:

a) G(s) = 39+26s+5s2

(1+s)(3+s)(4+s) ,
b) G(s) = 45+20s+7s2

15+11s+5s2+s3 ,
c) G(s) = 36+12s+4s2+s3

((2+s)(3+s))2
,

d) G(s) = 2+s+s2

(−1+s)(2+s)(1+s2)
,

e) G(s) = 8+12s+16s2+24s3+36s4+48s5

((1+s)(2+s))3
,

f) G(s) = 4+8s+16s2+36s3

s2(1+s)(2+s)
.
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Odpowied¹ Odpowiedzi impulsowe (dla t ≥ 0):
a) g(t) = 3e−t − 3e−3t + 5e−4t,
b) g(t) = 6e−3t + (2 sin 2t + cos 2t) · e−t,
c) g(t) = −(32− 20t) · e−2t + (33 + 9t) · e−3t,
d) g(t) = 0.6667et − 0.2667e−2t − 0.4472 cos(t− 0.4636),
e) g(t) = −(908− 220t + 12t2) · e−t + (956 + 388t + 552t2) · e−2t,
f) g(t) = 1 + 2t− 24e−t + 59e−2t.

Odpowiedzi skokowe (dla t ≥ 0):
a) h(t) = 3.25− 3e−t + e−3t − 1.25e−4t,
b) h(t) = 3− 2e−3t − e−t · cos 2t,
c) h(t) = 1 + (11− 10t) · e−2t − (12 + 3t) · e−3t,
d) h(t) = −1 + 0.6667et + 0.1333e−2t − 0.4472 sin(t− 0.4636),
e) h(t) = 1 + (712− 196t + 12t2) · e−t − (713 + 470t + 276t2) · e−2t,
f) h(t) = 5.5 + t + t2 + 24e−t − 29.5e−2t.

Zadanie 1.2.6 Okre±l odpowied¹ ukªadu opisanego transmitancj¡ G(s) na
zadane pobudzenie u(t):
a) G(s) = 20+40s

s(10+7s+s2)
, u(t) = t · 1(t),

b) G(s) = 12+24s+36s2

(2+s)2(3+s)
, u(t) = (−1 + t2) · 1(t).

Odpowied¹ Poszukiwana odpowied¹ dana jest wzorem:
a) y(t) = −2.02 + 2.6t + t2 + 2.5e−2t − 0.48e−5t, t ≥ 0,
b) y(t) = 2.0556 + 1.3333t + t2 − (70.5− 27t) · e−2t + 68.4444e−3t, t ≥ 0.

Zadanie 1.2.7 Ukªad dynamiczny opisany jest transmitancj¡ G(s) = Y (s)/
U(s) = 1/s. Znajd¹ odpowied¹ y(t) tego ukªadu na pobudzenie o postaci
u(t) = sin t · 1(t).

Odpowied¹ y(t) = (1− cos t) · 1(t).

1.3 Przeksztaªcanie schematów strukturalnych
Przykªad 1.3.1 Na rys. 1.4 pokazane s¡ schematy strukturalne trzech
ukªadów (dla uproszczenia rysunków pomini¦to oznaczenie zale»no±ci trans-
mitancji operatorowej od zmiennej zespolonej s). Dla ka»dego z tych ukªa-
dów nale»y wyznaczy¢ zast¦pcz¡ transmitancj¦ operatorow¡.
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Rys. 1.4. Schematy strukturalne ukªadów dynamicznych

Rozwi¡zanie Przeksztaªcenia schematów powy»szych ukªadów, zgod-
nie z reguªami 'algebry schematów strukturalnych', pokazano równie» na rys.
1.4. Jak wida¢, wªa±ciwe zastosowanie owych reguª w »adnym z rozwa»anych
przypadków nie wymaga wi¦cej ni» trzech kroków do tego, aby otrzyma¢
wymagane rozwi¡zanie.

Przykªad 1.3.2 Na rys. 1.5 przedstawiono schemat strukturalny pew-
nego zamkni¦tego ukªadu regulacji (dla uproszczenia rysunków pomini¦to
oznaczenie zale»no±ci transmitancji operatorowej od zmiennej zespolonej s).

Transmitancje poszczególnych czªonów tego ukªadu maj¡ posta¢:

H1(s) = h1, H2(s) = h2, G1(s) = k1, G2(s) =
k2

s
, G3(s) =

1
1 + T3s
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G4(s) =
1

1 + T4s
, G5(s) =

1
1 + T5s

, G6(s) =
1

1 + T6s
.

Rys. 1.5. Schemat strukturalny ukªadu regulacji

Podaj zast¦pcz¡ transmitancj¦ G(s) = Y (s)/U(s) tego ukªadu.

Rozwi¡zanie Jak wida¢, w rozwa»anym ukªadzie wyst¦puj¡ trzy nie-
zagnie»d»one p¦tle sprz¦»e« zwrotnych. P¦tle te jednak ªatwo uczyni¢ za-
gnie»d»onymi: wystarczy w tym celu przenie±¢ w¦zeª zaczepowy z wyj±cia
czªonu o transmitancji G5(s) na jego wej±cie. Tak post¦puj¡c, uzyskujemy
ukªad o strukturze przedstawionej na rys. 1.6.

Rys. 1.6. Przeksztaªcony schemat strukturalny ukªadu z rys. 1.5

Transmitancj¦ tego ukªadu ªatwo obliczamy ze wzoru

G =
G3G4G5G6(G1 + G2)

1 + H1G4G5 + H2G3G4 + G3G4G5G6(G1 + G2)
.

Podstawiaj¡c dane skªadowych czªonów, ostatecznie stwierdzamy, »e

G(s) =
k2 + k1s

k2 + k1s + (h2(1 + T5s) + s(1 + T3s)(h1 + (1 + T4s)(1 + T5s)))
.

Przykªad 1.3.3 Na rys. 1.7 przedstawiono graf sygnaªowy. Opieraj¡c si¦
na regule Masona, wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ Y (s)/U(s).
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Rys. 1.7. Graf przepªywu sygnaªu

Rozwi¡zanie Wgra�e wyró»niamy cztery ±cie»ki bezpo±rednie o trans-
mitancjach:

P1(s) = −2 · s−1 · 13 = −26s−1

P2(s) = −2 · s−1 · (−160) · s−1 · 9 = 2880s−2

P3(s) = 3 · s−1 · 9 = 27s−1

P4(s) = 3 · s−1 · 77 · s−1 · 13 = 3003s−2

oraz trzy p¦tle o transmitancjach:

L1(s) = 108s−1

L2(s) = s−1 · (−160) · s−1 · 77 = −12320s−2

L3(s) = −114s−1.

P¦tle L1(s) oraz L3(s) s¡ p¦tlami nieskojarzonymi. Wyznacznik gªówny grafu
ma zatem posta¢

∆(s) = 1− (L1(s) + L2(s) + L3(s)) + L1(s)L3(s) = 1 + 6s−1 + 8s−2.

Podwyznaczniki grafu zwi¡zane ze ±cie»kami P1(s), P2(s), P3(s) oraz P4(s)
równaj¡ si¦ odpowiednio:

∆1(s) = 1 + 114s−1

∆2(s) = 1
∆3(s) = 1− 108s−1

∆4(s) = 1.

Po przeksztaªceniach otrzymujemy

Y (s)
U(s)

=
1

∆(s)

4∑

i=1

Pi(s)∆i(s) =
3 + s

8 + 6s + s2
.
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Zadanie 1.3.1 Na rys. 1.8a pokazany jest zªo»ony schemat strukturalny.
Podaj schemat ukªadu równowa»nego z jednym w¦zªem sumacyjnym, a na-
st¦pnie wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ Y (s)/U(s).

Rys. 1.8. Schemat strukturalny

Odpowied¹ Przeksztaªcony schemat dany jest na rys. 1.8b, za± odpo-
wiadaj¡ca mu transmitancja to

Y (s)
U(s)

= 1 + G2(s) + G1(s)G2(s).

Zadanie 1.3.2 Stosuj¡c zasady przeksztaªcania schematów strukturalnych,
wyznacz operatorow¡ transmitancj¦ Y (s)/U(s) ukªadu o modelu pokaznym
na rys. 1.9.

Rys. 1.9. Zªo»ony schemat strukturalny

Odpowied¹ Poszukiwana transmitancja ma posta¢
Y (s)
U(s)

=
G1(s) + G3(s)
1 + G1(s)G2(s)

.

Zadanie 1.3.3 Wyznacz schemat rownowa»ny schematowi z rys. 1.10a,
zast¦puj¡c sprz¦»enie zwrotne niejednostkowe sprz¦»eniem jednostkowym.
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Rys. 1.10. Schemat strukturalny ukªadu zamkni¦tego: a) ukªad z niejednostkowym
sprz¦»eniem zwrotnym, b) ukªad ze sprz¦»eniem jednostkowym

Odpowied¹ Ukªad równowa»ny pokazano na rys. 1.10b.

Zadanie 1.3.4 Post¦puj¡c zgodnie z zasadami przeksztaªcania schematów
strukturalnych, wyznacz transmitancj¦ Y (s)/U(s) modelu z rys. 1.11.

Rys. 1.11. Zªo»ony schemat strukturalny

Odpowied¹ Transmitancj¦ operatorow¡ tego modelu opisuje wzór

G(s) =
Y (s)
U(s)

=
G3(s) + G1(s)G2(s)

1 + G1(s)G4(s) + G2(s)G5(s)−G3(s)G4(s)G5(s)
.

Zadanie 1.3.5 Stosuj¡c dla modelu z rys. 1.12 zasady przeksztaªcania
schematów strukturalnych, okre±l transmitancj¦ operatorow¡ U2(s)/U1(s).

Rys. 1.12. Model ukªadu dynamicznego
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Odpowied¹ Mamy

U2(s)
U1(s)

= 1− sR1C1

(1 + sR1C1)(1 + sR2C2) + sR1C2
.

Zadanie 1.3.6 W oparciu o reguª¦ Masona, wyznacz transmitancj¦ ope-
ratorow¡ C(s)/R(s) ukªadu modelowanego grafem danym na rys. 1.13.

Rys. 1.13. Graf sygnaªowy

Odpowied¹ C(s)
R(s) = (2+s)2

s(1+s)(4+s) .

Zadanie 1.3.7 Udowodnij, »e grafy pokazane na rys. 1.14a oraz 1.14b
modeluj¡ t¦ sam¡ transmitancj¦ operatorow¡ Y (s)/U(s). Jaka to transmi-
tancja?

Rys. 1.14. Grafy sygnaªowe

Odpowied¹ Y (s)
U(s) = 14+11s+3s2

15+11s+5s2+s3 .

Zadanie 1.3.8 Korzystaj¡c z reguªy Masona, podaj transmitancj¦ opera-
torow¡ C(s)/R(s) ukªadu modelowanego grafem z rys. 1.15.
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Rys. 1.15. Graf sygnaªowy

Odpowied¹ Szukana transmitancja to
C(s)
R(s)

=
4k0k1

4k1 − 6 + s + s2
.

Zadanie 1.3.9 Schemat strukturalny na rys. 1.16a jest modelem pew-
nego ukªadu dynamicznego o dwóch wej±ciach i dwóch wyj±ciach. Nale»y
sprowadzi¢ ten schemat do równowa»nej postaci pokazanej na rys. 1.16b.

Rys. 1.16. Schemat strukturalny ukªadu dwuwymiarowego

Odpowied¹ Transmitancje z rys. 1.16b:

G1(s) =
F1(s)

1 + F1(s)F2(s)F3(s)F4(s)
, G2(s) =

F1(s)F2(s)F4(s)
1 + F1(s)F2(s)F3(s)F4(s)

G3(s) =
F1(s)F3(s)F4(s)

1 + F1(s)F2(s)F3(s)F4(s)
, G4(s) =

F4(s)
1 + F1(s)F2(s)F3(s)F4(s)

.



Rozdziaª 2

Modelowanie ukªadów
dynamicznych za pomoc¡
stacjonarnych modeli
wej±ciowo-wyj±ciowych.

Rozdziaª dotyczy zagadnie« zwi¡zanych z modelowaniem ukªadów dynamicz-
nych za pomoc¡ stacjonarnych modeli wej±ciowo-wyj±ciowych. Pokazano w
jaki sposób, czyni¡c punktem wyj±cia liniowe równania ró»niczkowe opisuj¡ce
dynamik¦ danego obiektu, wyznacza¢ operatorow¡ transmitancj¦ wybranego
toru sygnaªowego tego obiektu. Rozwa»ane s¡ obiekty (procesy) mecha-
niczne, elektryczne, hydrauliczne oraz termiczne. W pierwszej kolejno±ci
zajmujemy si¦ modelowaniem elementów ukªadów sterowania, a nast¦pnie
przechodzimy do modelowania prostych ukªadów automatycznej regulacji.

2.1 Modelowanie elementów ukªadów sterowania
Przykªad 2.1.1 Okre±l matematyczny model idealnej przekªadni z¦batej.
Podaj ukªad elektryczny o analogowym charakterze.

Rozwi¡zanie Modelowana przekªadnia (rys. 2.1) jest przekªadni¡ ide-
aln¡. Oznacza to, i» nieodksztaªcalne koªa z¦bate tej przekªadni nie maj¡
wªasnej bezwªadno±ci, oraz »e w ruchu przekªadni nie wyst¦puj¡ luzy i po-
±lizgi.

25
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Rys. 2.1. Schemat idealnej przekªadni

Niech rozwa»ana przekªadnia skªada si¦ z dwóch kóª z¦batych o pro-
mieniach odpowiednio r1 oraz r2. Konsekwencjami przyj¦tego zaªo»enia s¡
nast¦puj¡ce relacje (proporcje): r1ϑ1(t) = r2ϑ2(t) oraz τ1(t)/r1 = τ2(t)/r2,
gdzie przez ϑ1(t) oraz ϑ2(t) oznaczono przemieszczenie k¡towe pierwszego
oraz drugiego koªa z¦batego, za± τ1(t) oraz τ2(t) s¡ stosownymi momentami
obrotowymi zwi¡zanymi z pierwszym oraz drugim koªem z¦batym. Pierwsza
z wymienionych relacji opisuje równo±¢ liniowych dróg wykonywanych przez
odpowiednie punkty na obwodzie kóª z¦batych, za± relacja druga wynika
z równo±ci siª wyznaczaj¡cych rozwa»ane momenty. Zakªadaj¡c, »e liczba
z¦bów (N1 oraz N2) ka»dego koªa z¦batego przekªadni jest proporcjonalna
do jego promienia, otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

N1ϑ1(t) = N2ϑ2(t) oraz
τ1(t)
N1

=
τ2(t)
N2

. (2.1)

Oznaczmy przez ω1(t) = ϑ̇1(t) oraz ω2(t) = ϑ̇2(t) pr¦dko±ci k¡towe
odpowiednich kóª. Jak ªatwo zauwa»y¢, pr¦dko±ci te powi¡zane s¡ równo±ci¡
N1ω1(t) = N2ω2(t).

Analogowym ukªadem elektrycznym jest idealny transformator o prze-
kªadni N1 : N2 (rys. 2.2).

Rys. 2.2. Schemat idealnego transformatora

Z zasady zachowania mocy chwilowej uzyskuje si¦ równanie u1(t)i1(t) =
u2(t)i2(t), gdzie u1(t) oraz i1(t) oznacza napi¦cie oraz pr¡d w uzwojeniu
wej±ciowym (pierwotnym), za± u2(t) oraz i2(t) � w uzwojeniu wyj±ciowym
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(wtórnym). Z zasady zachowania strumienia magnetycznego wynika równo±¢
N1i1(t) = N2i2(t). Na tej podstawie wnioskujemy, »e u1(t)/N1 = u2(t)/N2.
Jak zatem widzimy, parami wielko±ci analogowych s¡ odpowiednio moment
obrotowy i napi¦cie oraz przemieszczenie k¡towe i pr¡d. Impedancja ZL, ob-
ci¡»aj¡ca wtórne uzwojenie idealnego transformatora, jest nast¦puj¡co trans-
formowana do obwodu uzwojenia pierwotnego:

ZL1 =
(

N1

N2

)2

· ZL.

Rozwa»aj¡c równanie ruchu waªu wtórnego JLϑ̈2(t) = τ2(t), po uzgl¦d-
nieniu modelu idealnej przekªadni (2.1), swierdzamy, »e (N1/N2)JL · ϑ̈1(t) =
(N2/N1) · τ1(t). Równo±ci tej nada¢ mo»na równowa»n¡ form¦

(
N1

N2

)2

JL · ϑ̈1(t) = τ1(t)

z której wynika, »e moment bezwªadno±ci JL walu wtórnego jest nast¦puj¡co
transformowany na waª pierwotny:

JL1 =
(

N1

N2

)2

· JL.

Przykªad 2.1.2 Wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ zaworu hydraulicz-
nego (rys. 2.3), przyjmuj¡c jako wielko±¢ wej±ciow¡ zmian¦ ci±nienia p1(t),
za± jako wielko±¢ wyj±ciow¡ � zmian¦ nat¦»enia przepªywu q(t) nie±ci±liwej
cieczy.

Rys. 2.3. Schematyczne przedstawienie zaworu hydraulicznego

Równanie opisuj¡ce przepªyw cieczy przez dany przekrój poprzeczny dane
jest wzorem

q(t) = k
√

p1(t)− p2(t), p1(t) ≥ p2(t) (2.2)
w którym wspóªczynnik k ma warto±¢ staª¡, wynikaj¡c¡ z konstrukcji zaworu.
Zakªada si¦ ponadto, »e p2(t) = p̄2, gdzie p̄2 odpowiada przyj¦temu punktowi
pracy (ustalonemu przepªywowi).
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Rozwi¡zanie Charakterystyka zaworu (wzór (2.2)) jest nieliniow¡ funk-
cj¡ argumentu p1(t). Linearyzuj¡c t¦ funkcj¦ w otoczeniu punktu p̄1, dla
p1(t) = p̄1 + ∆p1(t) uzyskujemy formuª¦

k
√

p̄1 + ∆p1(t)− p̄2 ≈ k
√

p̄1 − p̄2 ·
(

1 +
∆p1(t)

2(p̄1 − p̄2)

)
= q̄ + ∆q(t)

gdzie q̄ = k
√

p̄1 − p̄2 odpowiada nat¦»eniu przepªywu dla punktu p̄1, za±

∆q(t) =
k

2
√

p̄1 − p̄2
·∆p1(t)

jest zmian¡ tego nat¦»enia wywoªan¡ przez zmian¦ ∆p1(t) ci±nienia p1(t).
Poszukiwana transmitancja operatorowa jest zatem transmitancj¡ czªonu
proporcjonalnego

∆Q(s)
∆P1(s)

=
k

2
√

p̄1 − p̄2
.

Liczb¦ R = 2
√

p̄1 − p̄2/k, zale»n¡ od punktu linearyzacji � czyli od wa-
runków ustalonego przepªywu cieczy przez dany przekrój � nazywamy rezys-
tancj¡ hydrauliczn¡ tego przekroju.

Przykªad 2.1.3 Na rys. 2.4 pokazano uproszczony schemat zbiornika
przepªywowego. Zakªadaj¡c, »e do zbiornika wpªywa i wypªywa ze« nie-
±ci±liwa ciecz, przekrój poprzeczny zbiornika ma powierzchni¦ S, za± ±ciany
zbiornika s¡ sztywne, znajd¹ zale»no±¢ pomi¦dzy ci±nieniem p(t) a nat¦»e-
niami obj¦to±ciowych przepªywów � odpowiednio wej±ciowego q1(t) oraz wyj-
±ciowego q2(t).

Rys. 2.4. Schemat zbiornika przepªywowego
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Rozwi¡zanie Z warunku ci¡gªo±ci rozwa»anych strumieni wynika, »e

S · dh(t)
dt

= q1(t)− q2(t)

gdzie przez h(t) oznaczono poziom cieczy w zbiorniku. Ci±nienie p(t) zwi¡-
zane jest z poziomem cieczy nast¦puj¡c¡ zale»no±ci¡: p(t) = ρgh(t), gdzie
ρ oznacza g¦sto±¢ cieczy, za± g jest przyspieszeniem ziemskim. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, »e dp(t)/dt = (ρg/S) · (q1(t) − q2(t)), co oznacza, i»
obowi¡zuje formuªa

p(t)− p(t0) =
ρg

S
·
∫ t

t0

(q1(τ)− q2(τ))dτ.

Jak widzimy, rozwa»any zbiornik mo»na traktowa¢ jako element caªku-
j¡cy. Wielko±¢ C = S/(ρg) nazywana jest pojemno±ci¡ hydrauliczn¡.

Przykªad 2.1.4 Zakªadaj¡c zlinearyzowany opis dynamiki zbiornika ze
swobodnym wypªywem (rys. 2.5), wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ w
relacji zmiana nat¦»enia przepªywu ∆q1(t) cieczy dopªywaj¡cej � zmiana
nat¦»enia przepªywu ∆q2(t) cieczy wypªywaj¡cej ze zbiornika (przez q1(t)
oraz q2(t) oznaczono odpowiednie nat¦»enia przepªywów obj¦to±ciowych).

Rys. 2.5. Schemat zbiornika ze swobodnym wypªywem

Rozwi¡zanie Nat¦»enie przepªywu q2(t) cieczy wypªywaj¡cej ze zbior-
nika zale»y od ró»nicy ci±nie« p1(t)− p2(t) po obu stronach zaworu:

q2(t) = k
√

p1(t)− p2(t), p1(t) ≥ p2(t), ∀t

gdzie k jest wspóªczynnikiem zale»nym mi¦dzy innymi od przekroju zaworu.
Z zaªo»enia o swobodnym wypªywie wynika, »e jako ró»nic¦ ci±nie« p1(t) −
p2(t) nale»y przyj¡¢ hydrostatyczne ci±nienie gρh(t), zale»ne od poziomu
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cieczy w zbiorniku (wysoko±ci h(t) sªupa cieczy) oraz g¦sto±ci ρ tej cieczy;
g oznacza przyspieszenie ziemskie. Zachodzi zatem równo±¢ q2(t) = k

√
gρ ·√

h(t). Poziom h(t) wyznacza si¦ z bilansu obj¦to±ci v(t) cieczy w zbiorniku.
W tym celu rozwa»a si¦ równanie ró»niczkowe dv(t)/dt = q1(t) − q2(t) z
warunkiem pocz¡tkowym v(t0) = v̄. Pochodn¡ dv(t)/dt mo»na wyrazi¢ jako

dv(t)
dt

=
dv(h)
dh

· dh(t)
dt

gdzie dv(h)/dh charakteryzuje ksztaªt danego zbiornika (warto±¢ tej pochod-
nej równa jest powierzchni przekroju poprzecznego zbiornika na wysoko±ci
h). Zaªó»my, »e dla rozwa»anego zbiornika zachodzi dv(h)/dh = S, gdzie
przez S oznaczono powierzchni¦ poprzecznego przekroju niezale»n¡ od h.
Na tej podstawie otrzymujemy równanie

S · dh(t)
dt

= q1(t)− k
√

gρ ·
√

h(t). (2.3)

Punkt pracy (stan równowagi) rozwa»anego obiektu de�niuj¡ wielko±ci:
q1(t0) = q̄1, q2(t0) = q̄2 oraz h(t0) = h̄, przy czym q̄1 = q̄2 = k

√
gρh̄ ≡ q̄.

Oznacza to, »e dla przyrostów odpowiednich sygnaªów obowi¡zuj¡ relacje:
q1(t) = q̄1 +∆q1(t), q2(t) = q̄2 +∆q2(t) oraz h(t) = h̄+∆h(t). Linearyzacja
równania (2.3) w otoczeniu punktu (q̄, h̄) przebiega w nast¦puj¡cy sposób:

S · d∆h(t)
dt

= q̄ + ∆q1(t)− k
√

gρ ·
√

h̄ + ∆h(t)

≈ q̄ + ∆q1(t)− k

√
gρh̄ ·

(
1 +

∆h(t)
2h̄

)
.

Poszukuj¡c opisu transmitancyjnego, powy»szy wzór zapisujemy w postaci

S · d∆h(t)
dt

= ∆q1(t)− q̄

2h̄
·∆h(t)

prowadz¡cej do operatorowej relacji T0s∆H(s) = k0∆Q1(s)−∆H(s), gdzie
T0 = 2h̄S/q̄ oraz k0 = 2h̄/q̄. Na tej podstawie wyznaczamy transmitancj¦
∆H(s)/∆Q1(s) = k0/(1 + T0s). Jak ªatwo pokaza¢, dla zaªo»onego punktu
pracy zachodzi równo±¢ ∆q2(t) = q̄∆h(t)/(2h̄) = ∆h(t)/k0, co oznacza, »e
∆Q2(s)/∆H(s) = 1/k0. Transmitancja ∆Q2(s)/∆Q1(s) dana jest zatem
wzorem

∆Q2(s)
∆Q1(s)

=
∆Q2(s)
∆H(s)

· ∆H(s)
∆Q1(s)

=
1

1 + T0s
.
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Przykªad 2.1.5 Niech pr¡dnica nap¦dzana ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
(rys. 2.6a) pracuje przy idealnym biegu jaªowym. Zakres zmian pr¡du
wzbudzenia im(t) jest tego rodzaju, »e punkt pracy znajduje si¦ pomi¦dzy
−Im0 i +Im0 (rys. 2.6b). W takim przypadku � pomijaj¡c wpªyw his-
terezy obwodu magnetycznego � mo»emy oczekiwa¢, »e pr¡dnica pracuje na
prostoliniowej cz¦±ci charakterystyki e = f(im), gdzie e oznacza siª¦ elektro-
motoryczna pr¡dnicy (rys. 2.6b). Wyznacz transmitancj¦ wi¡»¡c¡ napi¦cie
na zaciskach pr¡dnicy z napi¦ciem wzbudzenia.

Rys. 2.6. Schemat dziaªania (a) oraz charakterystyka statyczna (b) pr¡dnicy

Rozwi¡zanie Siªa elektromotoryczna pr¡dnicy e(t) jest w rozwa»anych
warunkach proporcjonalna do pr¡du wzbudzenia e(t) = kmim(t), przy czym
km = tanα (rys.2.6b). Indukcyjno±¢ obwodu wzbudzenia Lm mo»emy trak-
towa¢ jako staª¡, zatem przy zasilaniu tego obwodu napi¦ciem um(t) obow-
i¡zuje zale»no±¢

Rmim(t) + Lm
dim(t)

dt
= um(t)

gdzie Rm oznacza rezystancj¦ obwodu wzbudzenia. Na tej podstawie otrzy-
mujemy równo±¢

Rm

km
e(t) +

Lm

km
ė(t) = um(t).

Poddaj¡c j¡ transformacji Laplace'a, przy zerowych warunkach pocz¡tkowych,
dostajemy transmitancj¦

E(s)
Um(s)

=
km

Rm(1 + τms)

w której τm = Lm/Rm oznacza staª¡ czasow¡ obwodu wzbudzenia. Pr¡dnic¦
obcowzbudn¡ mo»na zatem modelowa¢ czªonem inercyjnym.
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Przykªad 2.1.6 Zakªadaj¡c linearyzacj¦ odpowiednich charakterystyk, wy-
prowad¹ równania dynamiki obcowzbudnego silnika pr¡du staªego, stero-
wanego od strony twornika (rys. 2.7). Okre±l transmitancj¦ operatorow¡,
opisuj¡c¡ zwi¡zek miedzy zmian¡ napi¦cia wej±ciowego w obwodzie twornika
a zmian¡ poªo»enia k¡towego waªu silnika.

Rys. 2.7. Schemat silnika pr¡du staªego sterowanego od strony twornika

Rozwi¡zanie Wielko±ci wyst¦puj¡ce na rys. 2.7 oznaczaj¡: ea(t) �
napi¦cie wej±ciowe w obwodzie twornika, ia(t) � pr¡d w obwodzie twornika,
eb(t) � siªa przeciwelektromotoryczna, τ(t) � moment mechaniczny silnika,
ϑ(t) � poªo»enie k¡towe waªu silnika, J � moment bezwªadno±ci sprowadzo-
ny do waªu silnika, b � wspóªczynnik tarcia lepkiego sprowadzony do waªu
silnika.

Linearyzuj¡c charakterystyk¦ statyczn¡ τ(ia) w otoczeniu przyj¦tego pun-
ktu pracy (zakªada si¦, »e pole wzbudzenia ma warto±¢ staª¡), otrzymuje
si¦ zale»no±¢ ∆τ(t) = k · ∆ia(t), gdzie k jest wspóªczynnikiem nachylenia
tej charakterystyki. Siªa przeciwelektromotoryczna indukowana w obwodzie
twornika jest proporcjonalna do pr¦dko±ci k¡towej, co oznacza przyj¦cie mo-
delu w postaci równo±ci ∆eb(t) = kb∆ϑ̇(t). Wspóªczynniki k oraz kb stanowi¡
indywidualne charakterystyki danego silnika. Równanie spadków napi¦¢ w
obwodzie twornika ma przeto posta¢

∆ea(t) = Ra∆ia(t) + La
d∆ia(t)

dt
+ kb

d∆ϑ(t)
dt

(2.4)

za± równanie dynamiki waªu mo»na zapisa¢ jako

J
d2∆ϑ(t)

dt2
= k∆ia − b

d∆ϑ(t)
dt

. (2.5)

Przedstawiaj¡c (2.4) i (2.5) w formie operatorowej, uzyskujemy odpowied-
nio:

∆Ea(s) = Ra∆Ia(s) + sLa∆Ia(s) + skb∆Θ(s)
s2J∆Θ(s) = k∆Ia(s)− sb∆Θ(s).
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Na tej podstawie wyznaczamy relacj¦

∆Θ(s) =
k

s(b + Js)
∆Ia(s)

a nast¦pnie poszukiwan¡ transmitancj¦ operatorow¡

∆Θ(s)
∆Ea(s)

=
k

s(kkb + (Ra + Las)(b + Js))
.

Zlinearyzowany model rozwa»anego silnika jest wi¦c modelem trzeciego
rzedu. Je»eli indukcyjno±¢ La w obwodzie twornika ma pomijalnie maª¡
warto±¢, wówczas otrzymujemy transmitancj¦

∆Θ(s)
∆Ea(s)

=
k0

s(1 + T0s)
(2.6)

gdzie

k0 =
k

kkb + bRa
oraz T0 =

JRa

kkb + bRa
.

Wielko±¢ T0 okre±lana jest mianem elektromechanicznej staªej czasowej sil-
nika. Ze wzoru (2.6) wynika, »e taki uproszczony model silnika odpowiada
szeregowemu poª¡czeniu czªonu caªkuj¡cego oraz czªonu inercyjnego.

Przykªad 2.1.7 Rozpatrzmy prosty zlinearyzowany model procesów wy-
miany ciepªa, ograniczaj¡c si¦ do opisu przybli»onego w kategoriach ukªa-
dów o staªych skupionych. Zaªó»my zatem (zob. rys. 2.8), »e w komorze
termicznej znajduje si¦ ¹ródªo strumienia energii cieplnej o warto±ci q(t).
Niech T1(t) oznacza temperatur¦ panuj¡c¡ w komorze, T2(t) � temperatur¦
±cian komory, za± T3(t) � temperatur¦ otoczenia.

Rys. 2.8. Schematyczne przedstawienie komory termicznej



34 ROZDZIA� 2. MODELE WEJ�CIOWO-WYJ�CIOWE

Strumie« energii cieplnej przepªywaj¡cej mi¦dzy wn¦trzem komory a jej
±cianami opisuje wzór

q1(t) =
T1(t)− T2(t)

R1

gdzie przez R1 oznaczono odpowiedni¡ rezystancj¦ ciepln¡. Bilans energe-
tyczny dla wn¦trza komory ma posta¢ równo±ci

C1
dT1(t)

dt
= q(t)− T1(t)− T2(t)

R1

gdzie C1 oznacza pojemno±¢ ciepln¡ komory. Modeluj¡c proces wymiany
ciepªa mi¦dzy ±cianami komory a otoczeniem, otrzymujemy równania:

q2(t) =
T2(t)− T3(t)

R2

C2
dT2(t)

dt
=

T1(t)− T2(t)
R1

− T2(t)− T3(t)
R2

w których R2 oznacza odpowiedni¡ rezystancj¦ ciepln¡, za± C2 jest pojem-
no±ci¡ ciepln¡ ±cian komory. Zakªadaj¡c staªe warto±ci parametrów R1 i R2

oraz C1 i C2, wyznacz transmitancje operatorowe, opisuj¡ce wpªyw wielko±ci
dostarczanego strumienia energii cieplnej oraz wpªyw temperatury otoczenia
na temperatur¦ w komorze.

Rozwi¡zanie Z bilansu energetycznego dla wn¦trza komory wynika
operatorowa relacja

T1(s) =
R1

1 + R1C1s
Q(s) +

1
1 + R1C1s

T2(s)

za± z bilansu energetycznego dla ±cian komory � relacja

T2(s) =
1

1 + R1
R2

+ R1C2s
T1(s) +

R1
R2

1 + R1
R2

+ R1C2s
T3(s).

Po wykonaniu prostych przeksztaªce«, uzyskujemy poszukiwan¡ zale»no±¢

T1(s) = Gq(s)Q(s) + GT3(s)T3(s)

przy czym transmitancje Gq(s) oraz GT3(s) zde�niowane s¡ jak nast¦puje:

Gq(s) =
T1(s)
Q(s)

=
R1 + R2 + R1R2C2s

1 + (R1C1 + R2C1 + R2C2)s + R1C1R2C2s2

GT3(s) =
T1(s)
T3(s)

=
1

1 + (R1C1 + R2C1 + R2C2)s + R1C1R2C2s2
.
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Przykªad 2.1.8 Schematy ukªadów aplikacyjnych wzmacniacza operacyj-
nego dane s¡ na rys. 2.9. Przyjmuje si¦ idealizowany model wzmacni-
acza operacyjnego � co oznacza, »e pr¡dy polaryzacyjne wzmacniacza maj¡
warto±ci zerowe, za± potencjaªy eA oraz eB punktów oznaczonych odpowied-
nio jako A oraz B s¡ jednakowe. Dla ka»dego z rozwa»anych przypadków
(a,b) nale»y wyznaczy¢ transmitancj¦ operatorow¡ Eo(s)/Ei(s).

Rys. 2.9. Ukªad wzmacniacza operacyjnego

Rozwi¡zanie

a) Z rys. 2.9a oraz przyj¦tych zaªo»e« wynikaj¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci na
potencjaªy EA(s) oraz EB(s):

EA(s) =
R1Cs

1 + R1Cs
Ei(s), EB(s) =

R3

R2 + R3
Eo(s).

Uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e EA(s) = EB(s), ªatwo uzyskujemy wzór

Eo(s)
Ei(s)

=
R2 + R3

R3
· R1Cs

1 + R1Cs
.

b) Pr¡d I(s) pªyn¡cy przez rezystancje R1 i R3 ma warto±¢

I(s) =
1

R1 + R3
(Ei(s)− Eo(s))

za± potencjaª w punkcie B wynosi (rys. 2.9b)

EB(s) =
1

1 + R2Cs
Ei(s).
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Potencjaª w punkcie A okre±lony jest wzorem EA(s) = Ei(s)−UR1(s),
gdzie przez UR1(s) oznaczono spadek napi¦cia na rezystancji R1

UR1(s) = R1I(s) =
R1

R1 + R3
(Ei(s)− E0(s)).

Jak ªatwo zauwa»y¢, zachodzi zatem

EA(s) =
R3

R1 + R3
Ei(s) +

R1

R1 + R3
Eo(s).

Z warunku EA(s) = EB(s) wynika wi¦c, »e

R3

R1 + R3
Ei(s) +

R1

R1 + R3
Eo(s) =

1
1 + R2Cs

Ei(s).

Poszukiwana transmitancja ma przeto posta¢

Eo(s)
Ei(s)

=
1− R2R3

R1
Cs

1 + R2Cs
.

Warto zauwa»y¢, »e transmitancja ta odpowiada czªonowi niemini-
malnofazowemu; przyjmuj¡c R1 = R3, uzyska¢ mo»na transmitancj¦
ukªadu przesuwnika fazy

Eo(s)
Ei(s)

=
1−R2Cs

1 + R2Cs
.

Przykªad 2.1.9 Wyznacz operatorow¡ transmitancj¦ silnika pr¡du staªego
sterowanego od strony wzbudzenia (rys. 2.10). Przyjmij, »e wielko±ci¡
wej±ciow¡ jest zmiana napi¦cia wzbudzenia uf (t), za± wielko±¢ wyj±ciow¡
stanowi zmiana k¡towego poªo»enia waªu silnika ϑ(t). Obci¡»enie silnika
opisane jest momentem bezwªadno±ci J oraz wspóªczynnikiem tarcia lep-
kiego b.
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Rys. 2.10. Schemat dziaªania silnika pr¡du staªego sterowanego od strony wzbudzenia

Rozwi¡zanie Wobec przyj¦tych zaªo»e«, ruch waªu silnika opisany jest
równaniem

Jϑ̈(t) = τ(t)− bϑ̇(t) (2.7)
gdzie przez ϑ(t) oznaczono poªo»enie k¡towe waªu, za± τ(t) jest momentem
obrotowym dostarczanym przez silnik. Moment ten zale»y od strumienia
wzbudzenia Φf (t) oraz od pr¡du w obwodzie twornika ia(t), co zapisujemy
jako τ(t) = k1Φf (t)ia(t). Równanie spadków napi¦¢ w obwodzie wzbudzenia
ma posta¢

Rf if (t) + kf Φ̇f (t) = uf (t)

za± odpowiednie równanie dla obwodu twornika przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

Raia(t) + kaΦ̇a(t) + eb(t) = ua(t)

gdzie Φ̇a(t) oznacza strumie« magnetyczny tego obwodu, za± eb(t) jest siª¡
przeciwelektromotoryczn¡. Siªa ta zale»y od sprz¦»enia magnetycznego Ψm(t)
obwodu twornika ze strumieniem wzbudzenia oraz od pr¦dko±ci k¡towej:
eb(t) = kbΨm(t)ϑ̇(t). Zakªada si¦ przy tym, i» napi¦cie ua(t) ma warto±¢
staª¡ oraz »e wspóªczynniki k1, kf , ka oraz kb, charakteryzuj¡ce dany silnik,
tak»e przyjmuj¡ staªe warto±ci. Linearyzacja równania obwodu wzbudzenia
prowadzi do nast¦puj¡cej operatorowej relacji:

(Rf + sLf )∆If (s) = ∆Uf (s) (2.8)
gdzie przez Lf oznaczono indukcyjno±¢ obwodu wzbudzenia, zale»n¡ od
liczby zwojów tego obwodu oraz od nominalnej warto±ci pr¡du wzbudzenia
If0 , zdeterminowanej przyj¦tym punktem pracy (If0 , Ia0). Zakªada si¦ bo-
wiem, »e pr¡d w obwodzie wzbudzenia ma posta¢ if (t) = If0 + ∆if (t), za±
pr¡d w obwodzie twornika mo»na opisa¢ jako ia(t) = Ia0 +∆ia(t), gdzie Ia0 ,
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podobnie jak poprzednio, oznacza nominaln¡ warto±¢ tego pr¡du. Lineary-
zacja równania τ(t) = k1Φf (t)ia(t) w punkcie pracy pozwala na uzale»nienie
przyrostu momentu od dwóch zmiennych

∆T (s) = kt(If0∆Ia(s) + Ia0∆If (s)) (2.9)
gdzie kt jest wspóªczynnikiem charakteryzuj¡cym dany silnik. Linearyzuj¡c
równanie obwodu twornika, uzyskujemy nast¦puj¡cy wzór:

(Ra + sLa)∆Ia(s) = −k2(Ω0∆If (s) + sIf0∆Θ(s)) (2.10)
w którym przez La oznaczono indukcyjno±¢ obwodu twornika (zale»n¡ mi¦dzy
innymi od liczby zwojów tego obwodu oraz od warto±ci pr¡du ia0), Ω0 jest
pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ dla punktu pracy (If0 , Ia0) silnika, za± k2 jest odpowied-
nim wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci. Ze wzorów (2.7)-(2.9) otrzymuje
si¦ zale»no±¢

s(b + Js)∆Θ(s) = ktIf0∆Ia(s) +
ktIa0

Rf + Lfs
·∆Uf (s) (2.11)

natomist ze wzorów (2.8) oraz (2.10) wynika, »e

∆Ia(s) =
−k2Ω0

(Ra + Las)(Rf + Lfs)
·∆Uf (s)− sk2If0

Ra + Las
·∆Θ(s).

Uwzgl¦dniaj¡c (2.11), mo»na na tej podstawie wyznaczy¢ poszukiwan¡
posta¢ transmitancji operatorowej

∆Θ(s)
∆Uf (s)

=
kt(Ia0(Ra + Las)− k2If0Ω0)

s((b + Js)(Ra + Las) + k2ktI2
f0

)(Rf + Lfs)
.

Je»eli w punkcie pracy zachodzi If0 = 0, wówczas transmitancja ta przyj-
muje prostsz¡ posta¢

∆Θ(s)
∆Uf (s)

=
kv

s(1 + T1s)(1 + T2s)
przy czym:

kv =
kt

bRf
Ia0 , T1 =

J

b
, T2 =

Lf

Rf
.

Zauwa»my ponadto, »e w przypadku, w którym wpªyw tarcia lepkiego
mo»na zaniedba¢, transmitancja rozwa»anego silnika odpowiada szeregowemu
poª¡czeniu dwóch czªonów caªkuj¡cych i czªonu inercyjnego:

∆Θ(s)
∆Uf (s)

=
ka

s2(1 + T2s)
, ka =

ktIa0

JRf
.
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Przykªad 2.1.10 Na rys. 2.11 pokazany jest uproszczony schemat siªow-
nika hydraulicznego, w którym olej wykorzystywany jest jako ciecz robocza.

Rys. 2.11. Schemat siªownika hydraulicznego

Poszczególne symbole oznaczaj¡: x(t) � przesuni¦cie suwaka steruj¡cego
wzgl¦dem punktu równowagi x̄ = 0, y(t) � przesuni¦cie tªoka siªownika,
q(t) � nat¦»enie masowego przepªywu oleju, p1(t)i p2(t) � ci±nienie oleju
w odpowiednich komorach cylindra siªownika, m � mas¦ obci¡»enia, b �
wspóªczynnik tarcia lepkiego hamuj¡cego ruch masy m, S � powierzchni¦
tªoka siªownika, ρ � g¦sto±¢ oleju oraz d i D � ±rednice suwaka i tªoka (D > d).
Traktuj¡c x(t) jako wej±cie, za± y(t) jako wyj±cie siªownika, nale»y wyznaczy¢
jego transmitancj¦ operatorow¡.

Rozwi¡zanie Zaªó»my, »e mo»na zaniedba¢ bezwªadno±¢ suwaka steru-
j¡cego oraz tªoka siªownika, a ponadto »e olej jest ciecz¡ nie±ci±liw¡, za±
kanaªy dopªywowe oleju do komór cylindra siªownika maj¡ jednakowy prze-
krój. W stanie równowagi zachodzi: q(t) = q̄ = 0 oraz p1(t) = p̄1 =
p2(t) = p̄2. Funkcja q = f(x,∆p) jest w ogólno±ci funkcj¡ nieliniow¡.
Dokonuj¡c linearyzacji tej funkcji w punkcie odpowiadaj¡cym równowadze
(x = 0, ∆p = 0), uzyskuje si¦ nast¦puj¡cy wzór:

q(t) = k1x(t)− k2∆p(t), (2.12)
w którym

k1 =
∂f(x,∆p)

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

oraz k2 = − ∂f(x,∆p)
∂∆p

∣∣∣∣
(0,0)

.

Przyj¦to przy tym, »e k1 oraz k2 s¡ liczbami wi¦kszymi od zera. Rozwa»a-
j¡c przepªyw oleju w przedziale czasu dt, mo»na zapisa¢ nast¦puj¡cy wzór,
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okre±laj¡cy mas¦ przemieszczonego oleju: Sρdy(t) = qdt. Ze wzoru (2.12)
uzyskujemy poni»sz¡ prost¡ zale»no±¢ na ró»nic¦ ci±nie« ∆p(t) mi¦dzy ko-
morami cylindra siªownika:

∆p(t) =
k1

k2
x(t)− Sρ

k2
ẏ(t).

Wyst¡pienie niezerowej ró»nicy ci±nie« ∆p(t) powoduje odpowiednie prze-
suwanie si¦ tªoka siªownika � siªa f(t), która przykªadana jest do masy m
obci¡»enia, dana jest wzorem

f(t) = S∆p(t) =
S

k2
(k1x(t)− Sρẏ(t)).

Równanie ruchu tej masy przyjmuje zatem posta¢

mÿ(t) = −bẏ(t) +
S

k2
(k1x(t)− Sρẏ(t))

z której wynika poszukiwana transmitancja operatorowa

Y (s)
X(s)

=
k0

s(1 + T0s)

przy czym

k0 =
Sk1

S2ρ + bk2
oraz T0 =

mk2

S2ρ + bk2
.

Transmitancja ta, wi¡»¡ca transformaty przesuni¦cia suwaka steruj¡cego i
tªoka siªownika, odpowiada szeregowemu poª¡czeniu czªonu caªkuj¡cego oraz
czªonu inercyjnego. W przypadku, w którym mo»na pomin¡¢ wpªyw masy
obci¡»enia m, model siªownika hydraulicznego przybli»a odpowiedni czªon
caªkuj¡cy: Y (s)/X(s) ≈ k0/s.

Zadanie 2.1.1 Napisz równania ruchu dla ukªadu pokazanego na rys. 2.12.
Wyznacz analogowy model elektryczny tego ukªadu mechanicznego. Za-
kªadaj¡c, »e na mas¦ m1 dziaªa zewn¦trzna siªa f1(t), znajd¹ transmitancj¦
operatorow¡ opisuj¡c¡ wpªyw tej siªy na przesuniecie masy m2.
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Rys. 2.12. Schemat ukªadu mechanicznego

Odpowied¹ Oznaczmy przez x1(t) oraz x2(t) przesuni¦cia rozwa»anych
mas wzgl¦dem odpowiednich punktów równowagi. Niech ponadto k1 oraz k2

oznaczaj¡ wspóªczynniki sztywno±ci spr¦»yn wyst¦puj¡cych w ukªadzie, za±
b1 oraz b2 � wspóªczynniki tªumienia odpowiednich tªumików. Równania
ruchu mas m1 oraz m2 maj¡ posta¢ nast¦puj¡c¡:

m1ẍ1(t) = −b1ẋ1(t)− b2(ẋ1(t)− ẋ2(t))− k1x1(t)− k2(x1(t)− x2(t))
m2ẍ2(t) = −b2(ẋ2(t)− ẋ1(t))− k2(x2(t)− x1(t)).

Równania powy»sze, wraz z warunkami pocz¡tkowymi x1(0), ẋ1(0), x2(0)
oraz ẋ2(0), opisuj¡ zachowanie si¦ autonomicznego ukªadu mechanicznego,
to znaczy ukªadu, który nie podlega wymuszeniom zewn¦trznym. Poszuku-
j¡c analogowego modelu elektrycznego, wygodnie jest skorzysta¢ z danych
zawartych w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Analogiczne wielko±ci mechaniczne i elektryczne

Wielko±¢ mechaniczna Wielko±¢ elektryczna Wielko±¢ elektryczna
Analogia: siªa - napi¦cie Analogia: siªa - pr¡d

Siªa i moment siªy Napi¦cie Pr¡d
Masa i moment bezwªadno±ci Indukcyjno±¢ Pojemno±¢
Tarcie lepkie Rezystancja Odwrotno±¢ rezystancji
Spr¦»ysto±¢ Odwrotno±¢ pojemno±ci Odwrotno±¢ indukcyjno±ci
Przesuniecie liniowe i k¡towe �adunek elektryczny Strumie« magnetyczny
Pr¦dko±¢ liniowa i k¡towa Pr¡d Napi¦cie

Zakªadaj¡c analogi¦ typu siªa-napi¦cie, uzyskuje si¦ równania:

L1q̈1(t) + R1q̇1(t) + R2(q̇1(t)− q̇2(t)) +
q1(t)
C1

+
q1(t)− q2(t)

C2
= 0
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L2q̈2(t) + R2(q̇2(t)− q̇1(t)) +
q2(t)− q1(t)

C2
= 0

z warunkami pocz¡tkowymi q1(0), q̇1(0), q2(0) oraz q̇2(0). Oznaczaj¡c q̇1(t)
jako i1(t), za± q̇2(t) jako i2(t), otrzymuje si¦ poszukiwany schemat analo-
gowego modelu elektrycznego przedstawiony na rys. 2.13.

Rys. 2.13. Schemat analogowego obwodu elektrycznego

Zakªadaj¡c zerowe warunki pocz¡tkowe x1(0), ẋ1(0), x2(0) oraz ẋ2(0),
otrzymujemy transmitancj¦

X2(s)
F1(s)

=
k2 + b2s

(k1 + k2 + (b1 + b2)s + m1s2)(k2 + b2s + m2s2)− (k2 − b2s)2
.

Zadanie 2.1.2 Okre±l równanie ruchu masy m w ukªadzie pokazanym na
rys. 2.14, gdzie u(t) oraz y(t) oznaczaj¡ przyrostowe przesuni¦cia liniowe.

Rys. 2.14. Schemat ukªadu mechanicznego

Zakªadaj¡c, »e platforma, na której spoczywa masa m, jest niewa»ka,
wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ Y (s)/U(s).
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Odpowied¹ Równanie ruchu ma posta¢

mÿ(t) = −b(ẏ(t)− u̇(t))− k(y(t)− u(t)).

Zerowym warunkom pocz¡tkowym (y(0), ẏ(0)) odpowiada transmitancja
Y (s)
U(s)

=
k + bs

k + bs + ms2
.

Zadanie 2.1.3 Przyjmuj¡c zlinearyzowane modele ukªadów mechanicznych
pokazane na rys. 2.15, podaj odpowiednie równania siª.

Rys. 2.15. Schematy ukªadów mechanicznych

Traktuj¡c siª¦ fi(t) jako wielko±ci¡ wej±ciow¡, za± siª¦ reakcji spr¦»yny
fo(t) � jako wielko±¢ wyj±ciow¡, okre±l odpowiednie transmitancje opera-
torowe. Podaj analogiczne obwody elektryczne, wykorzystuj¡c analogi¦ siªa-
napiecie.

Odpowied¹
a) Równanie równowagi siª ma posta¢

fi(t)− bẋ(t)− kx(t) = 0

za± poszukiwana transmitancja dana jest wzorem

Fo(s)
Fi(s)

=
1

1 + T0s

gdzie T0 = b/k. Analogowy obwód elektryczny pokazano na rys. 2.16a
(ui(t) ≡ fi(t), uo(t) ≡ fo(t), i(t) ≡ ẋ(t), R ≡ b oraz C ≡ 1/k).
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Rys. 2.16. Schematy analogowych obwodów elektrycznych

b) Równania równowagi siª dane s¡ wzorami:

fi(t)− b1ẋ(t)− k(x(t)− y(t)) = 0
−b2ẏ(t)− k(y(t)− x(t)) = 0.

Stosown¡ transmitancj¦ okre±la wzór

Fo(s)
Fi(s)

=
k0

1 + T0s
, k0 =

b2

b1 + b2
, T0 =

b1b2

k(b1 + b2)
.

Analogowy obwód elektryczny pokazano na rys. 2.16b (ui(t) ≡ fi(t),
uo(t) ≡ fo(t), ix(t) ≡ ẋ(t), iy(t) ≡ ẏ(t), R1 ≡ b1, R2 ≡ b2 oraz
C ≡ 1/k).

Zadanie 2.1.4 Na rys. 2.17 przedstawiono model ukªadu przeniesienia
nap¦du, przy czym przez τi(t) oznaczono moment obrotowy dostarczany do
ukªadu.

Rys. 2.17. Schematyczne przedstawienie ukªadu przeniesienia nap¦du

Wyznacz odpowiednie równania ruchu. Nast¦pnie, przyjmuj¡c jako wiel-
ko±¢ wej±ciow¡ pr¦dko±¢ k¡tow¡ ϑi(t), za± jako wielko±¢ wyj±ciow¡ � pr¦dko±¢
k¡tow¡ ϑo(t), okre±l odpowiedni¡ transmitancj¦ operatorow¡. Podaj analo-
gowe obwody elektryczne modeluj¡ce rozwa»any ukªad mechaniczny.
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Odpowied¹ Ruch rozwa»anego ukªadu opisany jest równaniami:

Jϑ̈o(t) = −k1(ϑo(t)− ϑi(t))− b2ϑ̇o(t)− b3ϑ̇o(t)
0 = τi(t)− k1(ϑi(t)− ϑo(t))− b1ϑ̇i(t)

z warunkami pocz¡tkowymi ϑi(0), ϑo(0) oraz ϑ̇o(0). Poszukiwan¡ transmi-
tancj¦ okre±la wzór

Θo(s)
Θi(s)

=
1

1 + 2ζτs + τ2s2
, τ =

√
J

k1
, ζ =

b1 + b2

2
√

k1J
.

Analogowe modele elektryczne przedstawiono na rys. 2.18. W przypadku
analogii typu moment siªy-napi¦cie (rys. 2.17a) otrzymujemy nast¦puj¡ce
pary odpowiednich wielko±ci: ui(t) ≡ τi(t), i1(t) ≡ ϑ̇1(t), i2(t) ≡ ϑ̇2(t), R1 ≡
b1, R2 ≡ b2, R3 ≡ b3, C ≡ 1/k1 oraz L ≡ J . W przypadku analogii typu
moment siªy-pr¡d (rys. 2.17b) obowi¡zuj¡ nast¦puj¡ce przyporz¡dkowania:
ii(t) ≡ τi(t), u1(t) ≡ ϑ̇1(t), u2(t) ≡ ϑ̇2(t), R1 ≡ 1/b1, R2 ≡ 1/b2, R3 ≡ 1/b3,
L ≡ 1/k1 oraz C ≡ J .

Rys. 2.18. Analogowe schematy elektryczne

Zadanie 2.1.5 Podaj równanie równowagi siª dla ukªadu mechanicznego,
którego schemat pokazano na rys. 2.19a. Nast¦pnie, przyjmuj¡c zerowe
warunki poczatkowe, wyznacz transmitancj¦ operatorow¡ Xo(s)/Xi(s), gdzie
Xi(s) oraz Xo(s) oznaczaj¡ transformaty Laplace'a przyrostowych przesuni¦¢
liniowych xi(t) oraz xo(t).

Wskazówka: rozwa»any ukªad posiada struktur¦ szeregowo-równolegª¡.
Aby opisa¢ oddziaªywanie elementów ukªadu skªadaj¡cych si¦ na fragment
szeregowy tej struktury (spr¦»yna o sztywno±ci k2 oraz tªumik o wspóªczyn-
niku tªumienia b2), niezb¦dne jest uwzgl¦dnienie przemieszczenia xa(t).
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Rys. 2.19. Schemat ukªadu mechanicznego

Odpowied¹ Równania siª maj¡ posta¢:

b1(ẋi(t)− ẋo(t)) + k1(xi(t)− xo(t))− b2(ẋo(t)− ẋa(t)) = 0
b 2(ẋo(t)− ẋa(t))− k2xa(t) = 0.

Poszukiwan¡ transmitancj¦ operatorow¡ okre±la wzór

Xo(s)
Xi(s)

=
k1k2 + (k1b2 + k2b1)s + b1b2s

2

k1k2 + (k1b2 + k2b1 + k2b2)s + b1b2s2
.

Strukturalny schemat ukªadu podano na rys. 2.19b, przyj¦to przy tym
oznaczenia:

G1(s) =
k1 + b1s

k1 + (b1 + b2)s)
, G2(s) =

b2s

k2 + b2s
, G3(s) =

b2s

k1 + (b1 + b2)s
.

Zadanie 2.1.6 Na rys. 2.20 pokazano schemat dwustopniowej przekªadni.

Rys. 2.20. Schemat dwustopniowej przekªadni

Symbole wyst¦puj¡ce na tym rysunku oznaczaj¡: τi � moment dostar-
czany do ukªadu, τl � moment przekazywany do kolejnych stopni ukªadu
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(moment obci¡»enia), (ϑ1,ϑ2,ϑ3) � poªo»enia k¡towe poszczególnych waªów,
(N1 : N2, N3 : N4) � przeªo»enia przekªadni, (J1,J2,J3) � momenty
bezwªadno±ci waªów, (b1, b3) � wspóªczynniki tªumienia wywoªanego tarciem
lepkim. Zakªadaj¡c idealny charakter rozwa»anej przekªadni, wyprowad¹
równanie ruchu dla waªu wej±ciowego.

Odpowied¹ Równanie ruchu wej±ciowego waªu przekªadni dane jest
wzorem

Jeqϑ̈1(t) = τi(t)− beqϑ̇1(t)− τl eq(t)

przy czym:

Jeq = J1 +
(

N1

N2

)2

J2 +
(

N1

N2

)2 (
N3

N4

)2

J3

beq = b1 +
(

N1

N2

)2 (
N3

N4

)2

b3, τl eq =
(

N1

N2

)(
N3

N4

)
τl(t).

Zadanie 2.1.7 Przyjmuj¡c idealizowany model wzmacniacza operacyjnego,
okre±l posta¢ transmitancji operatorowej Eo(s)/Ei(s) nast¦puj¡cych ukªa-
dów z takim wzmacniaczem (rys. 2.21).

Rys. 2.21. Schemat ukªadu ze wzmacniaczem operacyjnym

Odpowied¹ Poszukiwane transmitancje operatorowe maj¡ posta¢:

a)
Eo(s)
Ei(s)

= − Z3(s)Z4(s)
Z1(s)Z2(s) + Z1(s)Z3(s) + Z2(s)Z3(s)

b)
Eo(s)
Ei(s)

= −Z2(s)Z3(s) + Z2(s)Z4(s) + Z3(s)Z4(s)
Z1(s)Z4(s)

.
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Zadanie 2.1.8 Rozwa»my dziaªanie nieobci¡»onego siªownika hydraulicz-
nego, pracuj¡cego w nast¦puj¡cym ukªadzie z ujemnym sprz¦»eniem zwrot-
nym (rys. 2.22). Suwak steruj¡cy oraz tªok siªownika poª¡czone s¡ za
pomoc¡ niewa»kiej i idealnie sztywnej d¹wigni swobodnej, której ramiona
maj¡ dªugo±¢ odpowiednio a oraz b. D¹wignia ta umo»liwia sprz¦»enie prze-
suni¦cia tªoka siªownika z przesuni¦ciem suwaka steruj¡cego. Ruch suwaka
mo»na tak»e uzyska¢ w sposób 'niezale»ny', wymuszaj¡c przesuni¦cie pun-
ktu A. Rozwa»aj¡c odpowiednio maªe przesuniecia, wyznacz transmitancj¦
operatorow¡ Y (s)/U(s). Jak powinny by¢ dobrane parametry rozwa»anego
ukªadu, by mo»na byªo uwa»a¢ go za czªon bezinercyjny?

Rys. 2.22. Ukªad siªownika hydraulicznego

Odpowied¹ Traktuj¡c przemieszczenia u(t) oraz y(t) ko«ców A i C
d¹wigni swobodnej jako sygnaªy wej±ciowe, za± przemieszczenie x(t) punktu
B tej d¹wigni � jako sygnaª wyj±ciowy, dla maªych warto±ci tych przemiesz-
cze« zapisa¢ mo»na nast¦puj¡cy model:

x(t) =
b

a + b
u(t)− a

a + b
y(t).

Poszukiwana transmitancja operatorowa ma zatem posta¢

Y (s)
U(s)

=
b
a

1 + a+b
ak0

s

gdzie k0 jest staª¡ zale»n¡ od parametrów ukªadu (por. przykªad 2.1.10 ).
Je»eli zachodzi (a + b)/(ak0) ¿ 1, wtedy uzyskuje si¦ czªon bezinercyjny o
charakterystyce zale»nej tylko od parametrów d¹wigni: Y (s)/U(s) ≈ b/a.
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2.2 Modelowanie prostych ukªadów regulacji
Przykªad 2.2.1 Na rys. 2.23 pokazany jest przykªad prostego hydrau-
licznego ukªadu regulacji, sªu»¡cego stabilizacji poziomu cieczy w zbiorniku
przepªywowym, przy wahaniach strumienia zasilaj¡cego.

Rys. 2.23. Schemat dziaªania ukªadu stabilizacji poziomu cieczy

Sterowania poziomem cieczy dokonuje si¦ poprzez pªywak, poª¡czony
±rub¡ nastawcz¡ i mechanizmem d¹wigniowym z zaworem na dopªywie cieczy.
Niech q1r, q2r i hr oznaczaj¡ warto±ci strumienia wpªywaj¡cego, strumienia
wypªywaj¡cego oraz poziomu cieczy w zbiorniku w stanie równowagi. Niech
q1(t), q2(t) i h(t) oznaczaj¡ odpowiednio maªe zmiany tych wielko±ci wzgl¦-
dem stanu równowagi, za± qd(t) niech reprezentuje zakªócenia przepªywu w
strumieniu dopªywaj¡cym. Wyznacz zlinearyzowany model tego ukªadu.

Rozwi¡zanie Dla maªych zaburze« mo»na przyj¡¢, »e z(t) � zmiana
poªo»enia zaworu przepªywowego wynosi z(t) = ah(t)/b, podczas gdy q1(t) =
−c1z(t), gdzie c1 > 0. Znak minus w powy»szym wzorze wskazuje na to,
»e kiedy z(t) ro±nie, odpowiedni przepªyw maleje, i na odwrót. Równanie
bilansu strumieni ma posta¢

A
dh(t)

dt
= q1(t) + qd(t)− q2(t)

gdzie A jest powierzchni¡ przekroju poprzecznego zbiornika. Poniewa» q2(t)
= ρgh(t)/Rh, gdzie Rh jest rezystancj¡ hydrauliczn¡ otworu wylotowego,
de�niuj¡c τh = ARh/(ρg), ostatecznie otrzymujemy równanie

ρg

Rh
·
(

h(t) + τh
dh(t)

dt

)
= q1(t) + qd(t)

b¦d¡ce poszukiwanym modelem zlinearyzowanego ukªadu.
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Przykªad 2.2.2 Na rys. 2.24 pokazany jest schemat pewnego ukªadu sta-
bilizacji poziomu cieczy.

Rys. 2.24. Schemat ukªadu stabilizacji poziomu cieczy

Obiekt regulacji skªada si¦ z dwóch zbiorników, z których pierwszy ma
pojemno±¢ C1, za± drugi � C2. Pªywakowy czujnik poziomu cieczy w drugim
zbiorniku za po±rednictwem d¹wigni oddziaªuje na poªo»enie suwaka steru-
j¡cego siªownika hydraulicznego. Przemieszczenie tªoka tego siªownika po-
woduje zmian¦ poªo»enia zaworu Z, steruj¡cego wielko±ci¡ strumienia cieczy
dopªywaj¡cej do drugiego zbiornika. Zakªada si¦, »e w rozpatrywanym u-
kªadzie regulacji wyst¦puje zakªócenie w postaci strumienia qd(t) (zob. rys.
2.24). Przyjmuj¡c zlinearyzowane (idealne) modele elementów tworz¡cych
ten ukªad, podaj jego schemat strukturalny.

Rozwi¡zanie Na wst¦pie nale»y okre±li¢ model sterowanego obiektu.
W stanie ustalonym do drugiego zbiornika dopªywa oraz z niego wypªywa
strumie« cieczy o warto±ci q̄ � czemu odpowiada ten sam poziom cieczy h̄ w
obu zbiornikach. Oznaczmy przez Q(s) oraz Qd(s) transformaty Laplace'a
zaburze« strumieni wej±ciowych (dopªywaj¡cych) q(t) oraz qd(t), przez H1(s)
oraz H2(s) � transformaty Laplace'a zaburze« poziomów cieczy w pierwszym
(h1(t)) oraz drugim (h2(t)) zbiorniku, za± przez Q2(s) � transformat¦ Lap-
lace'a zaburzenia q2(t) strumienia wyj±ciowego (wypªywaj¡cego). Dla pier-
wszego zbiornika obowi¡zuje równanie
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C1
dh1(t)

dt
= q1(t)

przy czym wyró»niony kierunek przepªywu cieczy zaznaczono na rys. 2.24.
Dla drugiego zbiornika mamy równanie

C2
dh2(t)

dt
= q(t)− q1(t)− q2(t)

odpowiadaj¡ce modelowi nominalnemu, w którym zakªada si¦, »e qd(t) = 0.
Nat¦»enie przepªywu cieczy mi¦dzy zbiornikami opisuje równanie

h2(t)− h1(t)
R1

= q1(t)

za± nat¦»enie wypªywu cieczy z drugiego zbiornika dane jest wzorem
h2(t)
R2

= q2(t)

w którym przez R1 oraz R2 oznaczono hydrauliczne rezystancje odpowied-
nich zaworów. Na podstawie powy»szych wzorów ªatwo jest wyznaczy¢
nast¦puj¡c¡ transmitancj¦ operatorow¡ rozwa»anego obiektu sterowania:

Gp(s) =
H2(s)
Q(s)

=
(1 + R1C1s)R2

1 + (R1C1 + R2C1 + R2C2)s + R1C1R2C2s2
.

Poniewa» zaburzenie Qd(s) oddziaªuje na wej±cie tego obiektu, zatem
operatorowa transmitancja H2(s)/Qd(s) ma tak¡ sam¡ posta¢. Zaburzenie
poziomu h2(t) za po±rednictwem d¹wigni przenosi si¦ na zmian¦ poªo»enia
x(t) suwaka steruj¡cego siªownika hydraulicznego, zgodnie ze wzorem

x(t) =
a

a + b
h2(t).

Zmianie tej towarzyszy odpowiednie przesuni¦cie y(t) tªoka tego siªownika.
Na podstawie wyników z przykªadu 2.1.10 mo»na bowiem zapisa¢ równo±¢
Y (s) = X(s) · k0/s, gdzie X(s) oraz Y (s) oznaczaj¡ transformaty Laplace'a
odpowiednich przesuni¦¢, za± k0 jest wspóªczynnikiem charakteryzuj¡cym
dany siªownik. Traktuj¡c zawór Z jako czªon proporcjonalny (por. przy-
kªad 2.1.2 ), uzyskuje si¦ zale»no±¢ q(t) = −kzy(t), przy czym kz oznacza
wspóªczynnik proporcjonalno±ci, za± wyst¦puj¡cy tu znak minus odpowiada
takiej 'polaryzacji' zaworu, przy której wzrost poziomu cieczy w drugim
zbiorniku wywoªuje zmniejszenie strumienia dopªywaj¡cej do« cieczy � co
odpowiada ujemnemu sprz¦»eniu zwrotnemu. Strukturalny schemat rozwa-
»anego ukªadu stabilizacji poziomu cieczy ma zatem posta¢ jak na rys. 2.25.
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Rys. 2.25. Strukturalny schemat ukªadu stabilizacji poziomu cieczy

Przykªad 2.2.3 Rozwa»my przedstawiony na rys. 2.26 schemat sterowa-
nia pr¦dko±ci¡ lokomotywy spalinowej z silnikiem dieslowskim. Sprawno±¢
takiego silnika w istotnym stopniu zale»y od jego pr¦dko±ci k¡towej � odpo-
wiedni punkt pracy nale»y zatem wybiera¢ dla takiej pr¦dko±ci ωd = const,
dla której sprawno±¢ ta osi¡ga maksimum. W rozwa»anym ukªadzie sil-
nik dieslowski nap¦dza pr¡dnic¦, zasilaj¡c¡ silnik elektryczny pr¡du staªego
(silnik taki pracuje efektywnie w szerokim zakresie pr¦dko±ci k¡towych) �
zadaniem tego ostatniego jest poruszanie lokomotywy. Nale»y okre±li¢ sche-
mat strukturalny rozwa»anego ukªadu sterowania.

Rys. 2.26. Schemat dziaªania ukªadu sterowania pr¦dko±ci¡ lokomotywy spalinowej

Rozwi¡zanie Potencjometr wielko±ci zadanej pozwala na uzyskanie
napi¦cia odniesienia er(t) proporcjonalnego do zadanej pr¦dko±ci k¡towej
ωr(t) silnika pr¡du staªego: er(t) = c1ωr(t), wielko±ci¡ sterowan¡ jest bo-
wiem pr¦dko±¢ k¡towa ωo(t) tego silnika. Tachopr¡dnica umieszczona na
wale silnika dostarcza napi¦cia eo(t) proporcjonalnego do ωo(t), co zapisu-
jemy jako: eo(t) = c2ωo(t). Napi¦cie ró»nicowe er(t) − eo(t) podawane jest
na wzmacniacz mocy, o wyj±ciowym napi¦ciu ef (t) zgodnym ze wzorem
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ef (t) = ka(er(t) − eo(t)). Napi¦cie to wpªywa na warto±¢ pr¡du if (t) w
obwodzie wzbudzenia pr¡dnicy, zgodnie z równaniem

Rf if (t) + Lf
dif (t)

dt
= ef (t).

Zakªadaj¡c zlinearyzowany model takiej pr¡dnicy (por. przykªad 2.1.5 ),
mo»na przyj¡¢, »e napi¦cie eg(t) generowane na jej zaciskach wyj±ciowych
dane jest wzorem eg(t) = kgif (t), przy czym wspóªczynnik kg jest propor-
cjonalny do pr¦dko±ci k¡towej ωd silnika dieslowskiego. Zlinearyzowane rów-
nanie obwodu twornika obcowzbudnego silnika pr¡du staªego (por. przykªad
2.1.6 ) zapisujemy jako

Raia(t) + La
dia(t)

dt
= eg(t)− eb(t)

gdzie przez ia(t) oznaczono pr¡d w obwodzie twornika, za± przez eb(t) �
siª¦ przeciwelektromotoryczn¡ indukowan¡ w tym obwodzie; zachodzi przy
tym eb(t) = kbωo(t). Moment obrotowy τ(t) dostarczany przez silnik pr¡du
staªego, τ(t) = ktia(t), sªu»y do pokonywania bezwªadno±ci obci¡»enia J ,
tarcia lepkiego b oraz zakªóce« τd(t). Odpowiednie równanie ruchu ma w
tym przypadku posta¢ nast¦puj¡c¡:

J
dωo(t)

dt
= τ(t)− bωo(t)− τd(t).

Korzystaj¡c z powy»szych zale»no±ci, ªatwo mo»na uzyska¢ strukturalny
schemat rozwa»anego ukªadu regulacji pr¦dko±ci k¡towej � rys. 2.27.

Rys. 2.27. Strukturalny schemat ukªadu regulacji pr¦dko±ci k¡towej

Przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia transmitancji operatorowych:

Gf (s) =
kakg

Rf (1 + Tfs)
, Ga(s) =

kt

Ra(1 + Tas)
, Gb(s) =

1
b(1 + Tbs)

oraz staªych czasowych: Tf = Lf/Rf , Ta = La/Ra, Tb = J/b.
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Zadanie 2.2.1 Na rys. 2.28 przedstawiono schemat dziaªania ukªadu ste-
rowania obcowzbudnym silnikiem pr¡du staªego. Ruch pierwotnego waªu
o bezwªadno±ci Ja poprzez przekªadni¦ 1 : N przekazywany jest na waª
wyj±ciowy, którego wªasno±ci dynamiczne opisane s¡ momentem bezwªad-
no±ci Jl oraz wspóªczynnikiem tarcia lepkiego bl. Na wale pierwotnym umie-
szczony jest czujnik pr¦dko±ci k¡towej (tachopr¡dnica), dostarczaj¡cy napi¦-
cia proporcjonalnego do tej pr¦dko±ci: ut(t) = ktϑ̇a(t). Czujnik poªo»enia
waªu wyj±ciowego dostarcza napi¦cia proporcjonalnego do tego poªo»enia:
uϑ(t) = kϑϑ(t). Wielko±ci¡ wej±ciow¡ jest zmiana ∆ur(t) napi¦cia zada-
j¡cego ur(t), wielko±ci¡ wyj±ciow¡ � zmiana ∆ϑ(t) poªo»enia k¡towego ϑ(t).
Okre±l strukturalny schemat takiego ukªadu sterowania.

Rys. 2.28. Schemat ukªadu sterowania silnikiem pr¡du staªego

Odpowied¹ Strukturalny schemat rozwa»anego ukªadu sterowania dany
jest na rys. 2.29.

Rys. 2.29. Strukturalny schemat ukªadu sterowania silnikiem pr¡du staªego
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Zachodzi przy tym:

k0 =
R2

R1
, km =

k

kkb + Rabeq
, Tm =

RaJeq

kkb + Rabeq

gdzie Jeq = Ja + Jl/N
2 oraz beq = bl/N

2. Wspóªczynniki k oraz kb opisuj¡
zlinearyzowany model silnika (por. przykªad 2.1.6 ). Zgodnie z zaªo»eniem
przyj¦tym na rys. 2.28, pomini¦to indukcyjno±¢ obwodu twornika.

Zadanie 2.2.2 Schemat ideowy pewnego ukªadu stabilizacji poziomu cie-
czy w zbiorniku pokazany jest na rys. 2.30.

Rys. 2.30. Schemat ideowy ukªadu stabilizacji poziomu cieczy

Okre±l schemat strukturalny tego ukªadu, b¦d¡cy jego uproszczonym
zlinearyzowanym modelem. Przed przyst¡pieniem do rozwi¡zywania zada-
nia nale»y zapozna¢ si¦ z przykªadami: 2.1.2 (zawór), 2.1.4 (zbiornik) oraz
2.1.10 (siªownik hydrauliczny). Wszystkie zmienne wielko±ci wyst¦puj¡ce w
powy»szym schemacie (liniowe przemieszczenia oraz strumie« q(t)) odnosz¡
si¦ do punktu równowagi, wyznaczonego warto±ci¡ strumienia q̄ lub pozio-
mem cieczy h̄. Strumie« qd(t) modeluje niemierzalne zakªócenia. Wielko±ci¡
regulowan¡ jest poziom h(t) cieczy w zbiorniku, zatem w zadaniu stabilizacji
tego poziomu nale»y przyj¡¢ zerow¡ wielko±¢ zadan¡ hr(t).
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Odpowied¹ Transmitancja regulatora ma posta¢

Gc(s) =
Xv(s)
H(s)

= kc +
ki

s
+

kds

1 + τs

przy czym

kc =
a1c2d1

b2(c1 + c2)(d1 + d2)
, ki =

kaa2c1

b2(c1 + c2)

kd =
b1c2d2τ

b2(c1 + c2)(d1 + d2)
, τ =

b

k

za± wspóªczynnik ka charakteryzuje dynamik¦ siªownika hydraulicznego

Xa(s)
X(s)

=
ka

s

(pomini¦to wpªyw bezwªadno±ci ruchomych cz¦±ci zaworu � por. przykªad
2.1.10 ). Jak wida¢, mamy tu do czynienia z regulatorem proporcjonalno-
caªkuj¡co-ró»niczkuj¡cym (PID). Zawór przedstawiono jako czªon beziner-
cyjny

Q(s)
Xv(s)

= −cv

a zbiornik � jako czªon inercyjny modelowany transmitancj¡

H(s)
Q(s)

=
kp

1 + τps
.

Wyja±nienia znaczenia symboli kp oraz τp nale»y szuka¢ w przykªadzie 2.1.4.
Schemat strukturalny tego ukªadu regulacji dany jest na rys. 2.31.

Rys. 2.31. Strukturalny schemat ukªadu stabilizacji poziomu cieczy



Rozdziaª 3

Czasowe i cz¦stotliwo±ciowe
charakterystyki ukªadów
dynamicznych

W rozdziale tym zajmujemy si¦ typowymi czasowymi oraz cz¦stotliwo±cio-
wymi charakterystykami ukªadów dynamicznych opisanych operatorowymi
transmitancjami. W pierwszej kolejno±ci rozwa»ane s¡ charakterystyki ukªa-
dów inercyjnych pierwszego rz¦du. Dotyczy to przede wszystkim odpowie-
dzi skokowych takich ukªadów. Nast¦pnie rozpatrujemy odpowiedzi skokowe
oraz charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe (amplitudowe i fazowe) czªonów dy-
namicznych modelowanych standardowymi transmitancjami drugiego rz¦du.
Rozdziaª zako«czono analiz¡ odpowiednich charakterystyk ukªadów dyna-
micznych o wy»szym rz¦dzie, a tak»e ukªadów nieminimalnofazowych. Pre-
zentowane w tym rozdziale przykªady oraz zadania do samodzielnego roz-
wi¡zania maj¡ w wielu przypadkach charakter nietrudnych problemów zwi¡-
zanych z syntez¡ prostych ukªadów regulacji.

3.1 Ukªady pierwszego rz¦du
Przykªad 3.1.1 Obiekt dynamiczny caªkuj¡cy o operatorowej transmi-
tancji Gp(s) = kp/s, kp > 0, obj¦to p¦tl¡ proporcjonalnego ujemnego sprz¦»e-
nia zwrotnego poprzez tor o wzmocnieniu kf > 0. Wyznacz operatorow¡
transmitancj¦ otrzymanego ukªadu zamkni¦tego (rys. 3.1), wyra»aj¡c j¡
za pomoc¡ statycznego wzmocnienia k i staªej czasowej T . Zakªadaj¡c, »e
do wej±cia rozpatrywanego ukªadu przyªo»ono sygnaªy: a � jednostkowego
skoku poªo»eniowego oraz b � jednostkowego skoku pr¦dko±ciowego, podaj

57



58 ROZDZIA� 3. PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI

przebieg odpowiedzi na ka»de z tych pobudze«. Nast¦pnie, de�niuj¡c uchyb
e(t) jako ró»nic¦ pomi¦dzy wej±ciowym a wyj±ciowym sygnaªem rozpatry-
wanego ukªadu, znajd¹ warto±¢ ko«cow¡ tego uchybu, wyra»aj¡c j¡ jako
funkcj¦ wyró»nionych wy»ej parametrów k i T .

Rys. 3.1. Strukturalny schemat ukªadu dynamicznego

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja rozpatrywanego ukªadu wy-
ra»a si¦ wzorem

G(s) =
kp

s

1 + kpkf

s

=
kp

s + kpkf
. (3.1)

Zapisuj¡c t¦ transmitancj¦ jako

G(s) =
k

1 + Ts

gdzie k oznacza statyczne wzmocnienie ukªadu zamkni¦tego, za± T jest staª¡
czasow¡ tego ukªadu, mamy: k = 1/kf oraz T = 1/(kpkf ). Dla wej±ciowego
sygnaªu r(t) w postaci jednostkowego skoku 1(t) odpowied¹ ukªadu (3.1)
opisana jest wzorem

c(t) = L−1(G(s)R(s)) = L−1

(
k

s(1 + Ts)

)
= k(1− e−t/T ) · 1(t)

za± jej znormalizowany przebieg dany jest w dodatku 2. Zauwa»my, »e
wzmocnienie obiektu kp nie wpªywa na ko«cow¡ warto±¢ tej odpowiedzi. Dla
sygnaªu r(t) modelowanego jednostkowym skokiem pr¦dko±ciowym t · 1(t)
otrzymujemy

c(t) = L−1(G(s)R(s)) = L−1

(
k

s2(1 + Ts)

)
= k((t− T ) + Te−t/T ) · 1(t).

Wyznaczmy teraz ko«cow¡ warto±¢ uchybu e(t) = r(t) − c(t) w ka»dym
z rozwa»anych wy»ej przypadków. W pierwszym przypadku (a) � dla jedno-
stkowego skoku poªo»eniowego jako wej±cia � ko«cowa warto±¢ uchybu jest
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warto±ci¡ sko«czon¡. Warto±¢ t¦ mo»emy obliczy¢ na podstawie transfor-
maty uchybu

E(s) =
1
s
− k

s(1 + Ts)
=

1− k + sT

s(1 + Ts)
.

Otrzymujemy zatem e(∞) = lims→0(sE(s)) = 1 − k. Rozpatrywany ukªad
nie wprowadza uchybu ko«cowego tylko wtedy, gdy k = 1 (co odpowiada
zastosowaniu jednostkowego sprz¦»enia zwrotnego).

W drugim przypadku (b) � dla pobudzenia w postaci jednostkowego
skoku pr¦dko±ciowego � zachodzi

e(t) = t− k((t− T ) + Te−t/T ) · 1(t) = ((1− k)t + kT − kTe−t/T ) · 1(t).

Jak wida¢, je»eli k 6= 1, uchyb e(t) narasta nieograniczenie w miar¦ upªy-
wu czasu. Natomiast w przypadku, w którym k = 1, warto±¢ ko«cowa
e(∞) uchybu e(t) istnieje. Korzystaj¡c z twierdzenia o warto±ci ko«cowej
oryginaªu, obliczamy najpierw

E(s) =
1
s2
− 1

s2(1 + Ts)
=

T

s(1 + Ts)

a nast¦pnie e(∞) = lims→0(sE(s)) = T .

Przykªad 3.1.2 Obiekt dynamiczny caªkuj¡cy o operatorowej transmi-
tancji Gp(s) = kp/s, kp > 0, obj¦to p¦tl¡ proporcjonalnego ujemnego sprz¦»e-
nia zwrotnego poprzez tor o wzmocnieniu kf > 0 (rys. 3.1 z przykªadu 3.1.1 ).
Wyznacz widmow¡ transmitancj¦ G(jω) ukªadu zamkni¦tego. Zbadaj za-
le»no±¢ trzydecybelowego pasma przenoszenia tego ukªadu ω3dB od kf . Niech
ω3dB = 10 rad · s−1, za± dla ω = 0.1 · ω3dB zachodzi |G(jω)|dB ≈ 20 dB. O-
szacuj na tej podstawie warto±ci parametrów kp oraz kf .

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja rozwa»anego ukªadu zam-
kni¦tego dana jest wzorem

G(s) =
k

1 + Ts
, k =

1
kf

, T =
1

kpkf
. (3.2)

A zatem widmowa transmitancja tego ukªadu ma posta¢

G(jω) = G(s)|s=jω =
k

1 + jωT
=

k√
1 + ω2T 2

· e−j arctan(ωT ).
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Z wyra»enia opisuj¡cego moduª tej transmitancji wynika, »e pasmo prze-
noszenia równa si¦ ω3dB = 1/T , a zatem ze wzoru (3.2) otrzymujemy ω3dB =
kpkf . Jak widzimy, jest to wielko±¢ proporcjonalna do wzmocnienia toru
sprz¦»enia zwrotnego. Z kolei, na podstawie wzoru (3.2) wnioskujemy, i»
dla ω = 0.1 · ω3dB mo»na przyj¡¢, »e |G(jω)| ≈ k. Dla zaªo»onych danych
liczbowych mamy zatem kf = 1/k ≈ 0.1, a nast¦pnie kp = ω3dB/kf ≈ 100.

Przykªad 3.1.3 Obiekt sterowania, b¦d¡cy czªonem inercyjnym pierwsze-
go rz¦du, sterowany jest za pomoc¡ proporcjonalnego regulatora w ukªadzie,
którego schemat przedstawia si¦ jak na rys. 3.2. Zakªadaj¡c, i» r(t) = 0,∀t,
oraz przyjmuj¡c, »e do sygnaªu steruj¡cego obiektem dodaje si¦ zakªócenie
d(t) = δ(t), zbadaj wpªyw tego zakªócenia na wielko±¢ sterowan¡ c(t).

Rys. 3.2. Strukturalny schemat ukªadu sterowania

Rozwi¡zanie Zapiszmy zakªóceniow¡ transmitancj¦ rozwa»anego u-
kªadu zamkni¦tego. Mamy

C(s)
D(s)

=
1

(1 + k) + s
.

Dla zaªo»onego zakªócenia D(s) = L(δ(t)) = 1 wyznaczamy transformat¦
wielko±ci sterowanej

C(s) =
1

(1 + k) + s

a nast¦pnie, po obliczeniu odwrotnej transformaty Laplace'a, otrzymujemy
c(t) = e−(1+k)t · 1(t). Widzimy zatem, »e powi¦kszaj¡c wzmocnienie k regu-
latora, powodujemy zwi¦kszenie szybko±ci zaniku zakªóceniowej odpowiedzi
impulsowej tego ukªadu.

Zadanie 3.1.1 Schemat pewnego zamkni¦tego ukªadu dynamicznego dany
jest na rys. 3.3. Odpowied¹ tego ukªadu na jednostkowy skok poªo»eniowy
osi¡ga po upªywie 1s warto±¢ równ¡ 0.63 warto±ci ustalonej, która wynosi
0.9. Wyznacz na tej podstawie warto±ci parametrów kp oraz Tp.
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Rys. 3.3. Strukturalny schemat ukªadu dynamicznego

Odpowied¹ Parametry obiektu wynosz¡: kp = 9 oraz Tp = 10 s.

Zadanie 3.1.2 Dany jest ukªad zamkni¦ty o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.3. Zidenty�kuj czªon dynamiczny w gªównym kanale tego ukªadu,
je»eli wiadomo, »e dla wymuszenia harmonicznego o pulsacji ω = 0.1 rad ·s−1

przesuni¦cie fazowe wprowadzane przez ukªad zamkni¦ty równa si¦−π/4, za±
wzmocnienie tego ukªadu wynosi 0.5.

Odpowied¹ Rozwa»any czªon dynamiczny opisany jest parametrami:
kp ≈ 2.414 oraz Tp ≈ 34.14 s.

Zadanie 3.1.3 Na pojazd o masie m = 1000 kg oddziaªuj¡ dwie siªy (zob.
rys. 3.4): siªa nap¦du u(t) = 200·1(t)N oraz siªa lepkiego tarcia o wspóªczyn-
niku b = 50N · s ·m−1. Jak¡ maksymaln¡ pr¦dko±¢ vmax uzyska ów pojazd
przy zaªo»eniu zerowej pr¦dko±ci pocz¡tkowej v(0) = 0 m · s−1? Po jakim
czasie od chwili przyªo»enia siªy u(t) pojazd uzyska t¦ pr¦dko±¢? Przyjmuje
si¦, »e moment, w którym pr¦dko±¢ osi¡ga warto±¢ 95% stanu ustalonego
traktowany jest jako zako«czenie fazy rozp¦dzania rozwa»anego pojazdu.

Rys. 3.4. Model sterowania pojazdem mechanicznym

Odpowied¹ Pojazd osi¡gnie maksymaln¡ pr¦dko±¢ vmax = 4m ·s−1 po
59.9 s od chwili wª¡czenia nap¦du.
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Zadanie 3.1.4 Wykre±l asymptotyczne charakterystyki Bodego obiektu
opisanego operatorow¡ transmitancj¡ dan¡ wzorem

G(s) =
1− s

1 + 0.1s
.

Rozwi¡zanie Asymptotyczne charakterystyki Bodego rozwa»anego o-
biektu dane s¡ na rys. 3.5a,b.

Rys. 3.5. Charakterystyki Bodego nieminimalnofazowego obiektu dynamicznego

Zadanie 3.1.5 Wyznacz charakterystyk¦ cz¦stotliwo±ciow¡ danej transmi-
tancji:

a)
1

s− 1
, b)

s− 1
s + 1

.

Odpowied¹

a)
1

s− 1
=

1√
1 + ω2

· e−π+arctan ω, b)
s− 1
s + 1

= 1 · eπ−2 arctan ω.

3.2 Ukªady drugiego rz¦du
Przykªad 3.2.1 Dany jest strukturalny schemat (rys. 3.6) dwup¦tlowego
ukªadu sterowania, b¦d¡cego serwomotorem pr¡du staªego z proporcjonal-
nym regulatoriem oraz pr¦dko±ciowym korekcyjnym sprz¦»eniem zwrotnym.
Znajd¹ warto±ci nastaw k oraz kt, zapewniaj¡ce odpowiedzi skokowej rozwa-
»anego zamkni¦tego ukªadu sterowania przeregulowanie κ% = 20% oraz czas
wyst¡pienia przeregulowania (czas maksimum) Tκ = 1 s. Jaka jest warto±¢
czasów ustalania Ts2% oraz Ts5% tej odpowiedzi?
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Rys. 3.6. Strukturalny schemat dwup¦tlowego ukªadu sterowania

Rozwi¡zanie Transmitancj¦ ukªadu zamkni¦tego, dan¡ wzorem

G(s) =
C(s)
R(s)

=
k

k + (1 + kkt)s + s2

przedstawi¢ mo»na w standardowej postaci

G(s) =
1

1 + 2ζτs + τ2s2
(3.3)

gdzie

τ2 =
1
k

oraz 2ζτ =
1
k

+ kt.

Przeregulowanie κ% oraz czas maksimum Tκ odpowiedzi skokowej ukªadu
modelowanego t¡ transmitancj¡, przy 0 < ζ < 1, dane s¡ formuªami

κ% = κ · 100% = exp

(
− ζπ√

1− ζ2

)
· 100%, Tκ =

π√
1− ζ2

· τ (3.4)

z których wynika, »e

ζ =
| ln κ|√

π2 + ln2 κ
oraz τ =

√
1− ζ2

π
· Tκ. (3.5)

Sk¡d dla danych specy�kacji uzyskuje si¦ parametry ζ = 0.456 oraz τ =
0.283 s, a nast¦pnie nastawy k = 1/τ2 = 12.46 oraz kt = 2ζτ − 1/k = 0.178.

Przebieg odpowiedzi skokowej ukªadu sterowania zilustrowano na rys.
3.7. W oparciu o ten przebieg okre±lono 'dokªadne' warto±ci czasów ustala-
nia: Ts2% = 2.359 s oraz Ts5% = 1.488 s. Oszacowania tych czasów wynosz¡:
Ts2% ≈ 4τ/ζ = 2.485 s oraz Ts5% ≈ 3τ/ζ = 1.86 s.
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Rys. 3.7. Odpowied¹ skokowa ukªadu sterowania

Przykªad 3.2.2 Dany jest strukturalny schemat ukªadu sterowania jak
na rys. 3.8. W ukªadzie tym wyst¦puje szeregowy regulator o wzmocnie-
niu k oraz dwie p¦tle ujemnego sprz¦»enia zwrotnego: zewn¦trzna p¦tla
jednostkowego sprz¦»enia poªo»eniowego oraz wewn¦trzna p¦tla sprz¦»enia
pr¦dko±ciowego � wzmocnienie sygnaªu w torze pr¦dko±ciowego sprz¦»enia
wynosi kt.

Rys 3.8. Strukturalny schemat serwomotoru pr¡du staªego

Nale»y dobra¢ takie warto±ci nastaw k oraz kt, aby zamkni¦ty ukªad byª
tªumiony krytycznie, za± czas ustalania odpowiedzi skokowej tego ukªadu
wynosiª Ts2% ≤ 0.25s.

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja zamkni¦tego ukªadu stero-
wania dana jest wzorem

G(s) =
C(s)
R(s)

=
2k

2k + (1 + 2kt)s + s2
.

T¦ transmitancj¦ drugiego rz¦du przedstawi¢ mo»emy w standardowej formie
(3.3), przy czym w rozwa»anym przypadku mamy
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τ2 =
1
2k

oraz 2ζτ =
1
2k

+
kt

k
.

Z wymaga« postawionych zamkni¦temu ukªadowi sterowania wynika, »e
ζ = 1. Transmitancja (3.3) przyjmuje przeto posta¢ G(s) = 1/(1 + τs)2.
Odpowied¹ skokowa rozwa»anego ukªadu dana jest przeto wzorem

h(t) = L−1

(
G(s)

s

)
= 1−

(
1 +

t

T

)
e−t/T , t ≥ 0.

Niech Ts∆ oznacza czas ustalania tej odpowiedzi dla kontrolnej strefy o
zaªo»onej szeroko±ci ±∆. Zachodzi zatem (1 + Ts∆/τ)e−Ts∆/τ = ∆. Roz-
wi¡zania tego nieliniowego równania dla ∆ = 0.02 oraz ∆ = 0.05 wynosz¡
odpowiednio: Ts2% ≈ 5.834 · τ oraz Ts5% ≈ 4.744 · τ . Na tej podstawie
wyznaczamy parametr τ = 0.04285 s, któremu odpowiadaj¡ nastawy k =
272.284 oraz kt = 22.8347.

Warto zwróci¢ uwag¦, »e przy ζ = 1 podane wy»ej warto±ci czasów
ustalania Ts∆ istotnie odbiegaj¡ od odpowiednich przybli»onych warto±ci,
uzyskanych na podstawie cz¦sto zalecanych uproszczonych formuª: Ts2% ≈
4τ/ζ oraz Ts5% ≈ 3τ/ζ. Formuªy te s¡ bowiem sªuszne tylko dla sªabo tªu-
mionych (ζ ¿ 1) odpowiedzi skokowych. W szczególno±ci, zastosowanie
wzoru Ts2% ≈ 4τ/ζ prowadzi w naszym przypadku do nastaw znacznie
ró»ni¡cych si¦ od oblicznych wcze±niej: k = 128.0 oraz kt = 15.5. Jak
ªatwo sprawdzi¢, tak zaprojektowany ukªad sterowania charakteryzowaªby
si¦ odpowiedzi¡ skokow¡ wolniejsz¡ od wymaganej (por. rys. 3.9).

Rys 3.9. Porównanie odpowiedzi skokowych ukªadu sterowania
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Przykªad 3.2.3 Na rys. 3.10 dany jest schemat ukªadu sterowania poªo»e-
niem z wykorzystaniem sygnaªu pomiarowego proporcjonalnego do pr¦dko±ci
roboczego elementu obiektu. Na obiekt ten, obok sygnaªu steruj¡cego, od-
dziaªuje tak»e zakªócenie d(t).

Rys. 3.10. Strukturalny schemat ukªadu sterowania

Dobierz takie warto±ci nastaw k oraz kt, aby dla zakªócenia d(t) = 1(t)
warto±¢ bezwzgl¦dna ustalonego uchybu nie przekraczaªa |e(∞)| ≤ 0.005, za±
czas ustalania sygnaªowej odpowiedzi skokowej ukªadu zamkni¦tego wynosiª
Ts2% ≤ 0.5 s. Oszacuj przeregulowanie κ% tej odpowiedzi.

Rozwi¡zanie Sygnaªowa transmitancja operatorowa ukªadu zamkni¦-
tego dana jest wzorem

Grc(s) =
C(s)
R(s)

=
k

k + (3 + kkt)s + s2
(3.6)

za± zakªóceniow¡ uchybow¡ transmitancj¦ tego ukªadu okre±la wzór

Gde(s) =
E(s)
D(s)

=
−1

k + (3 + kkt)s + s2
.

Dla zaªo»onego zakªócenia (D(s) = 1/s) mamy |e(∞)| = 1/k, k > 0.
Na tej podstawie uzyskujemy ograniczenie k ≥ kmin = 200. Przedstawiaj¡c
transmitancj¦ (3.6) w standardowej postaci (3.3), otrzymujemy wzory: τ2 =
1/k oraz 2ζτ = 3/k + kt. Szacuj¡c czas ustalania jako Ts2% ≈ 4τ/ζ, na
podstawie warunków zadania dostajemy τ = ζ/8. Przyjmijmy minimaln¡ ze
wzgl¦du na wymagane tªumienie wpªywu zakªócenia warto±¢ wzmocnienia
k = kmin = 200. Ze wzoru ζ2 = 64/k wynika przeto, »e ζ = 0.566. Takiej
warto±ci wspóªczynnika tªumienia odpowiada przeregulowanie κ% = 11.59%,
wyznaczone ze wzoru (3.4). Parametr kt, obliczony ze wzoru kt = 2ζτ−3/k,
równa si¦ kt = 0.065, zachodzi przy tym τ = 0.0707 s. Sygnaªowa odpowied¹
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skokowa tak zaprojektowanego ukªadu charakteryzuje si¦ czasem ustalania
Ts2% = 0.415 s, speªniaj¡cym postawione wymaganie (por. rys. 3.11).

Rys. 3.11. Odpowied¹ skokowa ukªadu sterowania

Przykªad 3.2.4 Zakªadaj¡c, »e operatorow¡ transmitancj¦ zamkni¦tego
ukªadu regulacji mo»na przybli»y¢ nast¦puj¡c¡ standardow¡ transmitancj¡
drugiego rz¦du

G(s) =
ω2

n

ω2
n + 2ζωns + s2

(3.7)

wyznacz na pªaszczy¹nie zespolonej miejsce geometryczne biegunów tej trans-
mitancji, którym towarzyszy przeregulowanie κ ≤ κmax = 0.2 oraz czas usta-
lania Ts2% ≤ Ts2%max

= 0.5 s odpowiedzi skokowej rozwa»anego ukªadu.

Rozwi¡zanie Bieguny s1,2 transmitancji (3.7) dane s¡ wzorem

s1,2 = −ζωn ± jωn

√
1− ζ2

z którego wynika, »e dla 0 < ζ ≤ 1 zachodzi

tanα =

√
1− ζ2

ζ

(zob. rys. 3.12a), a zatem

α = arctan

(√
1− ζ2

ζ

)
= arccos ζ. (3.8)
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Na podstawie wzorów (3.4) oraz (3.8) wnioskujemy, »e κ = e−π/ tan α, co
pozwala na zapisanie poszukiwanej zale»no±ci

α ≤ αmax = arctan
(
− π

ln κmax

)
.

Rys. 3.12. Zale»no±ci mi¦dzy poªo»eniem biegunów transmitancji drugiego rz¦du a
wska¹nikami κ oraz Ts2% odpowiedzi skokowej ukªadu modelowanego t¡ transmitancj¡:
a) poªo»enie biegunów transmitancji drugiego rz¦du, b) obszar dopuszczalnego poªo»enia

biegunów dla κ ≤ κmax, c) obszar dopuszczalnego poªo»enia biegunów dla
Ts2% ≤ Ts2%max , d) obszar dopuszczalnego poªo»enia biegunów dla κ ≤ κmax oraz

Ts2% ≤ Ts2%max

Miejsce geometryczne biegunów transmitancji (3.7) ukªadu zamkni¦tego,
którego skokowa odpowied¹ posiada przeregulowanie κ nie wi¦ksze ni» κmax,
przedstawiono na rys. 3.12b. Przyjmuj¡c, »e Ts2% ≈ 4/(ζωn), uzyskuje si¦
nast¦puj¡ce przybli»one oszacowanie

−ζωn ≤ σmax = − 4
Ts2%max

.

Miejsce geometryczne biegunów rozwa»anej transmitancji (3.7) ukªadu
zamkni¦tego, charakteryzuj¡cego si¦ czasem ustalania Ts2% nie wi¦kszym ni»
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Ts2%max
, przedstawiono na rys 3.12c. �¡cz¡c wymagania dotycz¡ce przeregu-

lowania κ oraz szybko±ci regulacji Ts2%, otrzymuje si¦ obszar dopuszczalnego
poªo»enia biegunów transmitancji (3.7), pokazany na rys. 3.12d.

Zgodnie z warunkami zadania otrzymujemy: αmax = 62.9◦ oraz σmax =
−8 (s−1). Rozwa»my transmitancj¦ (3.7) o przykªadowych biegunach s1,2 =
−10± j12. Bieguny te nale»¡ do dopuszczalnego obszaru: zachodzi bowiem
ζ = 0.6402 oraz ωn = 15.621 (rad · s−1), a zatem α = 50.2◦. Wery�kuj¡c
powy»sze rozwa»ania na drodze symulacyjnej, stwierdzamy, »e odpowied¹
skokowa ukªadu modelowanego transmitancj¡ drugiego rz¦du o podanych
biegunach charakteryzuje si¦ wska¹nikami κ% = 7.3% oraz Ts2% = 0.384 s.

W dalszych rozwa»aniach obowi¡zuje konwencja, zgodnie z któr¡, punkty
na pªaszczy¹nie zespolonej C traktujemy jako wielko±ci bezwymiarowe, ka»-
dorazowo pami¦taj¡c jednak o ich stosownej interpretacji w domenie czasu.

Przykªad 3.2.5 Dana jest operatorowa transmitancja pewnego ukªadu dy-
namicznego

G(s) =
1

1 + 2ζs + s2
.

Jak mo»na oszacowa¢ (zidenty�kowa¢) warto±¢ parametru ζ tej transmi-
tancji?

Rozwi¡zanie Przedstawiaj¡c G(s) w standardowej postaci (3.7), ma-
my ωn = 1 rad · s−1. Rozpatrzmy widmow¡ transmitancj¦

G(jω) =
ω2

n

ω2
n − ω2 + j2ζωnω

=
1

1−
(

ω
ωn

)2
+ j2ζ

(
ω
ωn

) .

�atwo stwierdzi¢, »e dla ω = ωn zachodzi G(jωn) = 1/(j2ζ). Zatem,
mierz¡c warto±¢ moduªu |G(jω)| dla tej pulsacji, uzyskujemy mo»liwo±¢
oceny wspóªczynnika tªumienia ζ zgodnie z prostym wzorem

ζ =
1

2|G(jω)|

∣∣∣∣
ω=1 rad·s−1

.

Zauwa»my, »e dla ukªadu opisanego rozwa»an¡ transmitancj¡ rz¦du dru-
giego, istnieje dogodna jednoznaczna zale»no±¢ mi¦dzy wspóªczynnikiem tªu-
mienia ζ, a ªatwym do pomierzenia przeregulowaniem κ odpowiedzi skokowej
tego ukªadu, zale»no±¢ t¦ tak»e mo»na wykorzysta¢ do oceny warto±ci ζ.

Zach¦camy Czytelnika do zaproponowania wªasnych metod identy�kacji
parametrów standardowych transmitancji drugiego rz¦du (3.3) oraz (3.7).
W tym celu pomocne b¦d¡ dane zamieszczone w dodatku 2 (tabela D2.1 ).
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Przykªad 3.2.6 Na rys. 3.13 dany jest schemat pewnego prostego ukªadu
regulacji, przy czym T = 2 s oraz T0 = 0.3 s. Nale»y w taki sposób ustali¢
warto±¢ wzmocnienia k regulatora proporcjonalnego oraz staªej ró»niczkowa-
nia Tv, aby amplitudowa charakterystyka transmitancji ukªadu zamkni¦tego
opisana byªa wska¹nikiem oscylacyjno±ci Mr = 1.4 oraz pasmem przenosze-
nia ω3dB = 15 rad · s−1. Ponadto nale»y oszacowa¢ przeregulowanie κ, czas
maksimum Tκ oraz czas ustalania Ts5% odpowiedzi skokowej tego ukªadu.

Rys. 3.13. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja rozwa»anego ukªadu dana
jest wzorem

G(s) =
C(s)
R(s)

=
k

k + (T0 + kTv)s + T0Ts2
.

Transmitancj¦ t¦ przedstawiamy w standardowej postaci (3.3), gdzie

τ =

√
T0T

k
oraz ζ =

Tv

2τ
+

T0

2kτ
.

Na podstawie wzorów zamieszczonych w dodatku 2 zapisa¢ mo»na za-
le»no±¢

M2
r =

1
4ζ2(1− ζ2)

, 0 ≤ ζ ≤ 1√
2

z której wynika u»yteczna formuªa

ζ =
√

1
2

(
1−

√
1− 1

M2
r

)
, Mr ≥ 1 (3.9)

ª¡cz¡ca wska¹nik oscylacyjno±ci Mr ze wspóªczynnikiem tªumienia ζ. Z kolei,
parametr τ transmitancji (3.3) zwi¡zany jest z pasmem przenoszenia ω3dB

ukªadu modelowanego t¡ transmitancj¡ oraz ze wspóªczynnikiem tªumienia
ζ nast¦puj¡cym wzorem:
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τ =

√
1− 2ζ2 +

√
(1− 2ζ2)2 + 1

ω3dB
.

Bior¡c pod uwag¦ warunki zadania, otrzymujemy ζ = 0.3874 oraz τ =
0.0924 s. Warto±ci nastawialnych parametrów ukªadu regulacji wynosz¡ za-
tem k = T0T/τ2 = 70.2969 oraz Tv = 2ζτ − τ2/T = 0.0673 s. Skokowa
odpowied¹ tego ukªadu opisana jest nast¦puj¡cymi wska¹nikami: κ% =
26.7%, Tκ = 0.315 s, T s5% = 0.734 s oraz Ts5% = 0.712 s.

Przykªad 3.2.7 Dynamiczny obiekt (ukªad zamkni¦ty) opisany jest ope-
ratorow¡ transmitancj¡ drugiego rz¦du

G(s) =
1 + στs

1 + 2ζτs + τ2s2
. (3.10)

Zakªadaj¡c ustalon¡ warto±¢ wspóªczynnika tªumienia ζ, 0 < ζ < 1,
wyznacz tak¡ warto±¢ parametru σ, której odpowiada minimalne przeregu-
lowanie κ odpowiedzi skokowej rozwa»anego obiektu.

Rozwi¡zanie Przeregulowanie κ dane jest wzorem (zob. dodatek 2 )

κ(ζ, σ) = ν(ζ, σ) · e−ζT̄κ(ζ,σ)

gdzie

ν(ζ, σ) =
√

σ2 − 2σζ + 1

T̄κ(ζ, σ) =
π + arctan

(
σ
√

1−ζ2

σζ−1

)

√
1− ζ2

.

Ró»niczkuj¡c funkcj¦ κ(ζ, σ) wzgl¦dem σ, otrzymuje si¦

∂κ(ζ, σ)
∂σ

=
(

σ − ζ

ν(ζ, σ)
− ζν(ζ, σ) · ∂T̄κ(ζ, σ)

∂σ

)
· e−ζT̄κ(ζ,σ). (3.11)

Pochodn¡ funkcji T̄κ(ζ, σ) wzgl¦dem σ wyznacza si¦ ze wzoru

∂T̄κ(ζ, σ)
∂σ

= − 1
ν2(ζ, σ)

. (3.12)
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Ze wzorów (3.11) oraz (3.12) wynika, »e

∂κ(ζ, σ)
∂σ

=
σ

ν(ζ, σ)
· e−ζT̄κ(ζ,σ).

Ze wzgl¦du na zmienn¡ σ funkcja κ(ζ, σ) posiada wi¦c ekstremum w punkcie
σ = 0, przy czym

∂2κ(ζ, σ)
∂σ2

∣∣∣∣
σ=0

= e−ζT̄κ(ζ,0) > 0.

Przy ustalonym wspóªczynniku tªumienia ζ minimaln¡ warto±¢ przeregu-
lowania κ(ζ, σ) odpowiedzi skokowej uzyskuje si¦ zatem dla zerowej warto±ci
parametru σ. Ta minimalna warto±¢ przeregulowania κ(ζ, σ)|σ=0 okre±lona
jest znanym wzorem (3.4).

Przykªad 3.2.8 Model zamkni¦tego ukªadu sterowania dany jest struktu-
ralnym schematem jak na rys. 3.14.

3.14. Strukturalny schemat ukªadu sterowania

a) Zakªadaj¡c, »e odpowied¹ skokowa tego ukªadu ma si¦ charakteryzowa¢
wspóªczynnikiem tªumienia ζ = 0.25, wyznacz odpowiedni¡ warto±¢
wzmocnienia k.

b) Oblicz warto±¢ ustalonego uchybu wyst¦puj¡cego w nastawionym jak
wy»ej ukªadzie, je»eli do jego wej±cia przyªo»ony jest jednostkowy syg-
naª pr¦dko±ciowy r(t) = t · 1(t).

c) Sprawd¹, czy mo»na wyeliminowa¢ ustalony uchyb towarzysz¡cy ±ledze-
niu sygnaªu pr¦dko±ciowego, wprowadzaj¡c do transmitancji ukªadu
zamkni¦tego rzeczywiste zero poprzez mody�kacj¦ tego ukªadu wedªug
schematu pokazanego na rys. 3.15.
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3.15. Strukturalny schemat ukªadu sterowania z pomocniczym torem sygnaªowym

Rozwi¡zanie

a) Transmitancja ukªadu z rys. 3.14 jest funkcj¡

T (s) =
C(s)
R(s)

=
k

k + s + s2

w której, po zapisaniu w standardowej formie (3.7), wyst¦puj¡ parame-
try

ζ =
1

2ωn
=

1
2
√

k
oraz ωn =

√
k.

Zaªo»on¡ warto±¢ wspóªczynnika tªumienia ζ = 0.25 uzyskuje si¦ przeto
dla k = 4.

b) Transformata sygnaªu odpowiedzi ukªadu na jednostkowe pobudzenie
pr¦dko±ciowe okre±lona jest wzorem C(s) = T (s)/s2, a zatem transfor-
mata uchybu przyjmuje posta¢

E(s) = R(s)− C(s) =
2ζωn + s

s(ω2
n + 2ζωns + s2)

z której wynika ustalona warto±¢ tego uchybu e(∞) = 2ζ/ωn = 0.25.

c) Dla ukªadu sterowania z rys. 3.15 zachodzi

T (s) =
C(s)
R(s)

=
k(1 + Ts)
k + s + s2

.

Transformata uchybu sterowania przy odtwarzaniu jednostkowego syg-
naªu pr¦dko±ciowego dana jest w tym przypadku wzorem

E(s) = R(s)− C(s) =
1− kT + s

s(k + s + s2)
.

Ustalona warto±¢ uchybu równa si¦ e(∞) = 1/k − T , a zatem, kªad¡c
T = 1/k, mo»na ów uchyb sprowadzi¢ do zera. Transmitancja tak
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zmody�kowanego ukªadu przybiera posta¢ T (s) = (4+ s)/(4+ s+ s2).
Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie wpªywu omawianej mody�kacji
na warto±¢ przeregulowania odpowiedzi skokowej ukªadu zamkni¦tego
(por. przykªad 3.2.7 ).

Przykªad 3.2.9 Dany jest ukªad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.16.

Rys. 3.16. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Operatorowa transmitancja regulowanego obiektu ma posta¢

Gp(s) =
kp

1 + Tps
, kp = 4, Tp = 0.15 s.

Transmitancja

Gm(s) =
1

1 + Tms
, Tm = 0.01 s

modeluje pomiarowy czujnik o inercyjnym charakterze. W ukªadzie zasto-
sowano proporcjonalny regulator o transmitancji Gc(s) = kc. Wyznacz tak¡
warto±¢ wzmocnienia kc regulatora, aby przeregulowanie κ% odpowiedzi c(t)
ukªadu zamkni¦tego na jednostkowy skokowy sygnaª wielko±ci zadaj¡cej r(t)
wynosiªo κ% = 20%. Oblicz ustalon¡ warto±¢ c(∞) uchybu regulacji e(t) =
r(t)− c(t) przy takim wzmocnieniu kc.

Rozwi¡zanie Ukªad regulacji opisany jest operatorow¡ transmitancj¡
G(s) dan¡ wzorem

G(s) =
C(s)
R(s)

=
Gc(s)Gp(s)

1 + Gc(s)Gp(s)Gm(s)
.

Przedstawiaj¡c t¦ transmitancj¦ w standardowej postaci (por. (3.10))
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G(s) = G(0) · 1 + στs

1 + 2ζτs + τ2s2

otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce formuªy:

G(0) = G(s)|s=0 =
kckp

1 + kckp
, σ =

√
Tm(1 + kckp)

Tp

ζ =
Tm + Tp

2
√

TmTp(1 + kckp)
, τ =

√
TmTp

1 + kckp
.

Zakªadaj¡c, »e 0 < ζ < 1 oraz korzystaj¡c z dodatku 2, mo»na wy-
prowadzi¢ poni»szy wzór, opisuj¡cy zale»no±¢ przeregulowania κ odpowiedzi
skokowej badanego ukªadu od parametrów kc, Tm oraz Tp jego transmitancji:

κ = exp

(
− α√

χ2 − α2

(
π + arctan

(
β
√

χ2 − α2

γ − 1

)))
·
√

1 + β2χ2 − 2γ

(3.13)
gdzie

α =
Tm + Tp

2
√

TmTp

, β =

√
Tm

Tp
oraz γ =

Tm + Tp

2Tp

s¡ parametrami, za±

χ =
√

1 + kckp

oznacza pomocnicz¡ niewiadom¡ zale»n¡ od wzmocnienia kc. Zgodnie z wa-
runkami przykªadu mamy: α = 2.06559, β = 0.258199 oraz γ = 0.533333.

Przy ustalonej warto±ci κ wzór (3.13) okre±la równanie, z którego wy-
znacza si¦ niewiadom¡ χ. W ogólnym przypadku jest to równanie nieliniowe
i jego przybli»onego rozwi¡zania poszukuje si¦ na drodze numerycznej.

Tak post¦puj¡c, dla κ = 0.2 otrzymano χ = 3.590042, za± odpowiednie
wzmocnienie regulatora wynosi kc = 2.9721. Ustalon¡ warto±¢ uchybu dla
jednostkowego sygnaªu zadaj¡cego oblicza si¦ ze wzoru e(∞) = 1 −G(0) =
1/(1 + kckp) = 0.07759. Przebieg odpowiedzi skokowej rozwa»anego ukªadu
regulacji, pozwalaj¡cy na wery�kacj¦ poprawno±ci uzyskanego rozwi¡zania,
przedstawiono na rys. 3.17.
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Rys. 3.17. Odpowied¹ skokowa ukªadu regulacji

Zadanie 3.2.1 Na rys. 3.18 dano strukturalny schemat pewnego ukªadu
reglacji � serwomotoru pr¡du staªego z regulatorem proporcjonalnym.

Rys. 3.18. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Okre±l warto±¢ wzmocnienia k tego regulatora, przy której ukªad zam-
kni¦ty jest: a) � ukªadem o oscylacyjnym charakterze, b) � ukªadem o kry-
tycznym tªumieniu oraz c) � ukªadem przetªumionym.

Odpowied¹ Ukªad jest ukªadem: a) � oscylacyjnym dla k > 2.25, b)
� krytycznie tªumionym dla k = 2.25 oraz c) � przetªumionym dla k < 2.25.

Zadanie 3.2.2 Obiekt dynamiczny, którego model stanowi operatorowa
transmitancja

Gp(s) =
1

(5 + s)(0.2 + s)

jest sterowany w ukªadzie zamkni¦tym z jednostkowym ujemnym sprz¦»e-
niem zwrotnym za po±rednictwem proporcjonalnego regulatora o wzmocnie-
niu k.

a) Przy jakim k odpowied¹ skokowa tego ukªadu b¦dzie miaªa oscylacyjny
charakter?
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b) Wyznacz warto±¢ k, przy której przeregulowanie κ% odpowiedzi skokowej
ukªadu zamkni¦tego wyniesie κ% = 25%.

c) Oblicz ustalon¡ warto±¢ tej odpowiedzi dla wzmocnienia k wyznaczonego
w punkcie b.

Odpowied¹

a) Oscylacje w przebiegu odpowiedzi skokowej wyst¡pi¡ przy k > 5.76.

b) Przeregulowanie odpowiedzi skokowej ma warto±¢ κ% = 25% dla k =
40.476.

c) Ustalona warto±¢ odpowiedzi skokowej ukªadu wynosi h(∞) = 0.976.

Zadanie 3.2.3 Dany jest schemat ukªadu sterowania jak na rys 3.19.

Rys. 3.19. Strukturalny schemat ukªadu sterowania

a) Podaj operatorow¡ transmitancj¦ ukªadu zamkni¦tego.

b) Przyjmuj¡c, »e r(t) = 10 · 1(t), okre±l warto±¢ odpowiedzi tego ukªadu w
stanie ustalonym.

c) Odpowied¹ zamkni¦tego ukªadu na skokowy sygnaª r(t) osi¡ga bez prze-
regulowa« warto±¢ ustalon¡ w najkrótszym czasie, je»eli wspóªczynnik
tªumienia transmitancji tego ukªadu równa si¦ ζ = 1. Wyznacz warto±¢
parametru kv, przy której ten warunek zachodzi.

d) Zakªadaj¡c, »e ukªad o parametrach okre±lonych w punkcie c ma osi¡-
gn¡¢ (z dokªadno±ci¡ ±2%) stan ustalony po 6 sekundach od momentu
przyªo»enia skokowego sygnaªu zadaj¡cego, znajd¹ warto±¢ parametru
k, która zapewnia speªnienie tego wymagania.



78 ROZDZIA� 3. PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI

Odpowied¹

a) T (s) = C(s)
R(s) = k

k+kkvs+s2 .

b) Warto±¢ ustalona odpowiedzi wynosi c(∞) = 10.

c) Poszukiwany warunek dany jest wzorem kv = 2/
√

k, k > 0.

d) Wymagania speªniaj¡ parametry k = 0.9454 oraz kv = 2.0569.

Zadanie 3.2.4 Dany jest strukturalny schemat pewnego ukªadu sterowa-
nia (rys. 3.20). Nale»y tak dobra¢ warto±ci wspóªczynników k0, k1 oraz k2,
aby ukªad ten charakteryzowaª si¦ jednostkowym statycznym wzmocnieniem
oraz skokow¡ odpowiedzi¡ o przeregulowaniu κ% ≈ 10% i czasie ustalania
Ts2% ≈ 0.5 s.

Rys. 3.20. Strukturalny schemat ukªadu sterowania

Odpowied¹ Ukªad o parametrach k0 = k1 = 22.222 oraz k2 = 2 posia-
da odpowied¹ skokow¡ opisan¡ wska¹nikami o akceptowalnych warto±ciach:
κ% = 9.48% oraz Ts2% = 0.446 s.

Zadanie 3.2.5 Na rys. 3.21 podany jest schemat strukturalny pewnego
ukªadu regulacji z pomocniczym sprz¦»eniem pr¦dko±ciowym. W wyniku
identy�kacyjnego eksperymentu ustalono, »e odpowied¹ skokowa ukªadu, w
którym z takiego sprz¦»enia pr¦dko±ciowego si¦ nie korzysta (kt = 0), charak-
teryzuje si¦ przeregulowaniem κ% = 50% oraz czasem ustalania Ts2% = 2 s.
Uznano, »e proces przej±ciowy o takich wska¹nikach nie speªnia stawianych
wymaga« � »¡da si¦ bowiem dwukrotnie mniejszego przeregulowania, a tak»e
dwukrotnie mniejszego czasu ustalania. Wyznacz takie warto±ci parametrów
k oraz kt, które zapewni¡ wymagan¡ jako±¢ procesu przej±ciowego.
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Rys. 3.21. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Odpowied¹ Z eksperymentu identy�kacyjnego wynika nast¦puj¡ce o-
szacowanie staªej czasowej T obiektu: T̂ = 0.254 s. Traktuj¡c T̂ jako nomi-
nalny parametr transmitancji obiektu, wyznaczono warto±ci nastaw ukªadu
regulacji: k = 12.478 oraz kt = 0.0414. 'Rzeczywista' warto±¢ staªej cza-
sowej obiektu wynosi T = 0.272 s. Symuluj¡c odpowied¹ skokow¡ tak zapro-
jektowanego ukªadu zamkni¦tego, stwierdzono, »e κ% = 26.4% oraz Ts2% =
0.88 s.

Zadanie 3.2.6 Strukturalny schemat ukªadu regulacji, zªo»onego z iner-
cyjnego obiektu obj¦tego korekcyjnym sprz¦»eniem zwrotnym oraz caªku-
j¡cego regulatora, przedstawiono na rys. 3.22. Parametry operatorowej
transmitancji obiektu wynosz¡: k0 = 8 oraz T = 0.3 s. Nale»y tak do-
bra¢ nastaw¦ Ti regulatora caªkuj¡cego oraz warto±¢ wzmocnienia k toru
korekcyjnego sprz¦»enia zwrotnego, aby przeregulowanie odpowiedzi skoko-
wej ukªadu zamkni¦tego równaªo si¦ κ% = 15%, za± pasmo przenoszenia tego
ukªadu miaªo warto±¢ ω3dB = 15 rad · s−1.

Rys. 3.22. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Odpowied¹ Parametry ukªadu to: Ti = 0.1859 s oraz k = 0.3393.

Zadanie 3.2.7 Ukªad dynamiczny opisany jest transmitancj¡
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G(s) =
4

4 + 4ζs + s2
.

Przy jakiej warto±ci wspóªczynnika tªumienia ζ pasmo przenoszenia tego
ukªadu b¦dzie równe pulsacji drga« nietªumionych?

Odpowied¹ Poszukiwana warto±¢ wynosi ζ = 1/
√

2 ≈ 0.707.

Zadanie 3.2.8 Wyznaczono asymptotyczn¡ logarytmiczn¡ charakterystyk¦
amplitudow¡ pewnego otwartego ukªadu regulacji z jednostkowym ujemnym
sprz¦»eniem zwrotnym (rys. 3.23).

Rys. 3.23. Asymptotyczna logarytmiczna charakterystyka amplitudowa ukªadu
otwartego

Podaj typ i parametry transmitancji operatorowej G0(s) ukªadu dyna-
micznego modelowanego t¡ charakterystyk¡ (zakªadaj¡c jego minimalnofa-
zowo±¢), a nast¦pnie okre±l zale»no±¢ wspóªczynnika tªumienia ζ transmi-
tancji odpowiedniego ukªadu zamkni¦tego od charakterystycznych pulsacji
ω1, ω2 oraz ω3, wyst¦puj¡cych na tym rysunku.

Odpowied¹ Rozwa»ana transmitancja ma posta¢

G0(s) =
kv

s(1 + Ts)
gdzie

kv = ω1 oraz T =
1
ω2

.

Zachodzi ponadto

ω2
3 = ω1ω2 =

kv

T
oraz ζ =

√
ω2
ω1

2
=

ω2

2ω3
=

ω3

2ω1
.
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Zadanie 3.2.9 Schemat pewnego ukªadu regulacji z korekcyjnym sprz¦»e-
niem dano na rys. 3.24, przy czym T = 5 s oraz T0 = 0.5 s. Wyznacz parame-
try k1 oraz k2 zapewniaj¡ce transmitancji ukªadu zamkni¦tego wska¹nik os-
cylacyjno±ci Mr = 1.25 oraz pasmo przenoszenia ω3dB = 8 rad · s−1. Oszacuj
wska¹niki κ%, Tκ oraz Ts2% odpowiedzi skokowej tego ukªadu.

Rys. 3.24. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Odpowied¹ Dla k1 = 90.5905 oraz k2 = 25.9207 mamy: κ% = 20.79%,
Tκ = 0.584 s, T̄s2% = 1.495 s oraz Ts2% = 1.388 s.

Zadanie 3.2.10 Ukªad regulacji zªo»ony jest z obiektu o caªkuj¡cym charak-
terze oraz regulatora PI (rys. 3.25).

Rys. 3.25. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Przyjmuj¡c T0 = 4 s, wyznacz warto±ci nastaw kc oraz Ti tego regu-
latora, zapewniaj¡ce ukªadowi regulacji wska¹nik oscylacyjno±ci Mr = 1.3
oraz pasmo przenoszenia ω3dB = 3 rad · s−1. Oszacuj przeregulowanie κ%,
czas maksimum Tκ oraz czas ustalania Ts5% odpowiedzi skokowej tak zapro-
jektowanego ukªadu.

Wskazówka: poka», »e dla transmitancji drugiego rz¦du (3.10) ze sko«-
czonym zerem odpowiadaj¡cym σ = 2ζ sªuszne s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

ζ =

√
1−√α

2α
oraz τ =

√
β +

√
1 + β2

ω3dB

gdzie
α = 1− 1

M2
r

oraz β = 1 + 2ζ2.
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Odpowied¹ Regulator PI o nastawach kc = 2ζT0/τ = 7.9618 oraz
Ti = 2ζτ = 0.8885 s prowadzi do ukªadu regulacji o skokowej odpowiedzi
opisanej wska¹nikami: κ% = 22.28%, Tκ = 1.51 s, T̄s5% = 3.30 s oraz Ts5% =
2.90 s. Przebieg tej odpowiedzi pokazano na rys. 3.26.

Rys. 3.26. Odpowied¹ skokowa ukªadu regulacji

Zadanie 3.2.11 Dany jest ukªad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.16. Obiekt regulacji opisany jest transmitancj¡ Gp(s), za± za±
transmitancja Gm(s) modeluje wªasno±ci czujnika wielko±ci sterowanej c(t),
przy czym

Gp(s) =
0.6

1 + 0.35s
oraz Gm(s) =

1
1 + 0.03s

.

Wyznacz wzmocnienie kc proporcjonalnego regulatora Gc(s) = kc, za-
pewniaj¡ce temu ukªadowi odpowied¹ skokow¡ o przeregulowaniu κ% = 15%.
Sprawd¹, czy dla jednostkowego skokowego sygnaªu zadaj¡cego r(t) przy za-
ªo»onej warto±ci przeregulowania κ mo»na uzyska¢ ustalon¡ warto±¢ uchybu
regulacji e(t) = r(t) − c(t), równ¡ e(∞) = 0.05. W przypadku odpowiedzi
negatywnej, wyznacz wzmocnienie kc proporcjonalnego regulatora, pozwala-
j¡ce na »¡dane zmniejszenie uchybu, a nast¦pnie oszacuj przeregulowanie κ%

odpowiedzi skokowej ukªadu z tak nastawionym regulatorem.

Odpowied¹ Wzmocnienie kc = 13.2419 zapewnia ukªadowi regulacji
skokow¡ odpowied¹ o przeregulowaniu κ% = 15% oraz ustalonym uchybie
e(∞) = 0.11179. �¡danie e(∞) = 0.05 mo»na speªni¢, przyjmuj¡c kc =
31.6667. Takiemu wzmocnieniu towarzyszy jednak skokowa odpowied¹ o
przeregulowaniu κ% = 52.8%, które wielokrotnie przekracza dopuszczaln¡
warto±¢ (por. rys. 3.27).
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Rys. 3.27. Porównanie odpowiedzi skokowych dla ró»nych warto±ci wzmocnie«
regulatora

3.3 Ukªady wy»szych rz¦dów. Obiekty z opó¹nie-
niem

Przykªad 3.3.1 Model dynamicznego ukªadu dany jest nast¦puj¡c¡ ope-
ratorow¡ transmitancj¡ trzeciego rz¦du

G(s) =
8

10 + 9s + 4.5s2 + s3
. (3.14)

W wyniku symulacji tego ukªadu stwierdzono, »e jego odpowied¹ sko-
kowa posiada przeregulowanie κ% = 10.6%, czas maksimum Tκ = 2.328 s,
czas narastania Tr = 1.056 s oraz czas ustalania Ts2% = 3.267 s, za± amplitu-
dowa charakterystyka transmitancji (3.14) opisana jest wska¹nikiem oscyla-
cyjno±ci Mr = 1.031, rezonansow¡ pulsacj¡ ωr = 1.071 rad ·s−1 oraz pasmem
przenoszenia ω3dB = 2.13 rad · s−1. Nale»y w taki sposób upro±ci¢ transmi-
tancj¦ G(s), czyli pierwotny model wysokiego rz¦du, aby zredukowny model
drugiego rz¦du:

a) dopasowywaª warto±ci wska¹ników κ% oraz Ts2% pierwotnego modelu,

b) dopasowywaª warto±ci wska¹ników κ% oraz Tκ pierwotnego modelu,

c) zachowywaª dominuj¡ce bieguny pierwotnego modelu.

O wszystkich zredukowanych modelach drugiego rz¦du zakªada si¦, »e ich
statyczne wzmocnienia równe s¡ statycznemu wzmocnieniu upraszczanego
modelu (3.14). Ponadto, dla ka»dego zredukowanego modelu nale»y osza-
cowa¢ warto±ci wymienionych wy»ej wska¹ników odpowiedzi skokowej oraz
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charakterystyki amplitudowej, porównuj¡c je z warto±ciami opisuj¡cymi pier-
wotny model (3.14). Upraszczanie modelu wysokiego rz¦du nale»y poprzedzi¢
analiz¡ uzasadniaj¡c¡ dopuszczalno±¢ takiej redukcji.

Rozwi¡zanie Przedstawmy mianownik transmitancji (3.14) w postaci
czynników pierwszego oraz drugiego stopnia

G(s) =
8

(2.5 + s)(4 + 2s + s2)
.

Jak widzimy, pierwszemu czynnikowi odpowiada inercyjny czªon dyna-
miczny pierwszego rz¦du o staªej czasowej τ1 = 0.4 s, za± z drugim czyn-
nikiem zwi¡zany jest oscylacyjny czªon dynamiczny drugiego rz¦du, którego
wspóªczynnik tªumienia wynosi ζ0 = 0.5, a pulsacja naturalna ma warto±¢
ωn = 2 rad · s−1 � czemu odpowiada staªa czasowa τ2 = 1/(ζ0ωn) = 1 s.
Z powy»szego wynika, »e staªa czasowa czªonu drugiego rz¦du jest znacznie
wi¦ksza od staªej czasowej czªonu pierwszego rz¦du � mo»na wi¦c przyj¡¢,
»e to drugi z wyró»nionych czªonów decyduje o wªa±ciwo±ciach rozwa»anego
ukªadu dynamicznego. Uproszczenie transmitancji (3.14) tego ukªadu do
odpowiedniej transmitancji ni»szego rz¦du wydaje si¦ zatem dopuszczalne.
Niech operatorowa transmitancja

Gr(s) =
kω2

n

ω2
n + 2ζωns + s2

=
k

1 + 2ζτs + τ2s2
, τ =

1
ωn

okre±la zredukowany model (por. (3.3) oraz (3.7)). Zakªadaj¡c równo±¢
statycznych wzmocnie« pierwotnego modelu oraz modeli zredukowanych,
otrzymujemy k = G(s)|s=0 = 0.8.

a) Z wymagania gªosz¡cego, »e przeregulowanie odpowiedzi skokowej ukªadu
opisanego zredukowanymmodelem ma si¦ równa¢ κ% = 10.6%, wynika,
»e ζ = 0.581. Takiej warto±ci wspóªczynnika tªumienia odpowiadaj¡
nast¦puj¡ce wska¹niki charakteryzuj¡ce ukªad modelowany transmi-
tancj¡ Gr(s): Tκ = 3.861τ , Ts2% = 5.905τ , Tr = 1.8095τ , Mr = 1.057,
ωr = 0.569/τ oraz ω3dB = 1.173/τ . �¡daj¡c dopasowania warto±ci
wska¹ników κ oraz Ts2%, uzyskuje si¦ τ = 3.267/1.905 s = 0.5533 s,
czemu odpowiada pierwszy zredukowany model

Gra(s) =
2.6134

3.2668 + 2.1013s + s2
.

Model ten opisany jest wska¹nikami: Tκ = 2.136 s, Tr = 1.001 s, Mr =
1.057, ωr = 1.029 rad · s−1 oraz ω3dB = 2.12 rad · s−1.
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b) Drugiemu zredukowanemu modelowi, dopasowuj¡cemu warto±ci wska¹ni-
ków κ oraz Tκ, przyporz¡dkowa¢ mo»na parametr τ = 2.328/3.861 s =
0.6029 s. Model ten ma zatem posta¢

Grb(s) =
2.2007

2.7508 + 1.9282s + s2

opisan¡ wska¹nikami: Ts2% = 3.56 s, Tr = 1.091 s, Mr = 1.057, ωr =
0.946 rad ·s−1 oraz ω3dB = 1.944 rad ·s−1. Zauwa»my, »e wspóªczynniki
mianownikowych wielomianów obu wyznaczonych uproszczonych mo-
deli znacznie ró»ni¡ si¦ od odpowiednich wspóªczynników czynnikowego
wielomianu drugiego stopnia, wyst¦puj¡cego w mianowniku transmi-
tancji G(s) modelu wysokiego rz¦du.

c) Model zredukowany, zachowuj¡cy par¦ dominuj¡cych zespolonych biegu-
nów modelu pierwotnego G(s), ma posta¢ dan¡ wzorem

Grc(s) =
3.2

4 + 2s + s2
.

Dynamiczne wªasno±ci tego modelu opisuj¡ wska¹niki: κ% = 16.3%,
Tκ = 1.811 s, Tr = 0.819 s, Ts2% = 4.04 s, Mr = 1.155, ωr = 1.413 rad ·
s−1 oraz ω3dB = 2.54 rad · s−1.

Skokowe odpowiedzi h(t) zilustrowane na rys. 3.28 uzupeªniaj¡ powy»sz¡
analiz¦ rozwa»anych modeli zredukowanych.

Rys. 3.28. Porównanie skokowych odpowiedzi zredukowanych modeli
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Przykªad 3.3.2 Amplitudowa charakterystyka Bodego transmitancji pew-
nego minimalnofazowego ukªadu dynamicznego dana jest na rys. 3.29. Na-
le»y wyznaczy¢ operatorow¡ transmitancj¦ tego ukªadu.

Rys. 3.29. Amplitudowa charakterystyka Bodego ukªadu dynamicznego

Rozwi¡zanie Porównuj¡c przedstawion¡ charakterystyk¦ amplitudo-
w¡ z charakterystyk¡ typowego czªonu drugiego rz¦du (zob. dodatek 2 ),
stwierdzamy, »e w skªad rozwa»anego ukªadu wchodzi czªon o pulsacji ωn =
0.2 rad · s−1 i wspóªczynniku tªumienia ζ ≈ 0.1. Uwzgl¦dniaj¡c istnienie pul-
sacji zaªamania w punkcie ω ≈ 0.05 rad · s−1 oraz nachylenie −40dB/dek w
obszarze dolnych pulsacji, analizowanej charakterystyce amplitudowej przy-
porz¡dkowa¢ mo»na nast¦puj¡c¡ widmow¡ transmitancj¦:

G(jω) =
k

(
1 + j ω

0.05

)

(jω)2
(
1 + 2 · 0.1

(
j ω

0.2

)
+

(
j ω

0.2

)2
) .

Poniewa» |G(j0.01)|dB = 80dB, przeto przyjmujemy, »e k = 1. Identy-
�kowana transmitancja operatorowa ma zatem posta¢

G(s) =
1 + 20s

s2(1 + s + 25s2)
.

Przykªad 3.3.3 Na rys. 3.30 pokazano strukturalny schemat typowego
ukªadu zamkni¦tego, w którym obiekt o operatorowej transmitancji

Gp(s) =
6

(1 + 4s)(1 + s)(1 + 0.125s)
. (3.15)

jest sterowany za pomoc¡ regulatora o transmitancji Gc(s).
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Rys. 3.30. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Wykorzystuj¡c uproszczon¡ metod¦ nastawienia regulatorów z rodziny
PID, polegaj¡c¡ na takim doborze zer transmitancji regulatora, aby w bezpo-
±redni sposób kompensowa¢ wpªyw biegunów transmitancji obiektu, nale»y
okre±li¢ warto±ci nastaw regulatorów PI oraz PID, zapewniaj¡ce ukªadowi
regulacji wska¹nik oscylacyjno±ci Mr = 1.3. Nale»y ponadto oszacowa¢ prze-
regulowanie κ, czas maksimum Tκ oraz czas ustalania Ts5% odpowiedzi skoko-
wej, a tak»e rezonansow¡ pulsacj¦ ωr i pasmo przenoszenia ω3dB tego ukªadu.

Rozwi¡zanie Zakªada si¦, »e operatorow¡ transmitancj¦

Grc(s) =
C(s)
R(s)

=
Gc(s)Gp(s)

1 + Gc(s)Gp(s)

toru ±ledzenia wielko±ci zadaj¡cej r(t) w rozwa»anym zamkni¦tym ukªadzie
regulacji przybli»y¢ mo»na za pomoc¡ odpowiedniej wzorcowej transmitancji
Gw(s) o postaci standardowej transmitancji drugiego rz¦du (3.3) o parame-
trach wyznaczonych »¡danym poªo»eniem pary dominuj¡cych biegunów ze-
spolonych. Rozwa»my zatem sytuacj¦, w której jako model regulowanego
obiektu przyjmujemy szeregowe poª¡czenie n czªonów dynamicznych pier-
wszego rz¦du

Gp(s) =
k0∏n

j=1 (1 + Tjs)
(3.16)

za± transmitancje regulatorów PI oraz PID posiadaj¡ nast¦puj¡ce ideali-
zowane formy, odpowiednio:

GPI(s) = kc

(
1 +

1
Tis

)
(3.17)

GPID(s) = kc

(
1 +

1
Tis

)
(1 + Tds). (3.18)

Aby transmitancj¦ Grc(s) zamkni¦tego ukªadu regulacji mo»na byªo przy-
bli»y¢ przyj¦t¡ wzorcow¡ transmitancj¡ Gw(s), niezb¦dna jest stosowna re-
dukcja rz¦du modelu obiektu (3.16). W przypadku regulatora PI, przy n ≥ 2,
model zredukowny ma posta¢ transmitancji drugiego rz¦du
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G̃p(s) =
k0

(1 + T1s)(1 + TΣs)
, TΣ =

n∑

j=2

Tj (3.19)

gdzie przez T1 oznaczono najwi¦ksz¡ (dominuj¡c¡) staª¡ czasow¡ obiektu
(3.16). W przypadku regulatora PID, przy n ≥ 3, poszukuje si¦ zredukowa-
nego modelu trzeciego rz¦du

G̃p(s) =
k0

(1 + T1s)(1 + T2s)(1 + TΣs)
, TΣ =

n∑

j=3

Tj (3.20)

gdzie T1 oraz T2 oznaczaj¡ dwie najwi¦ksze (dominuj¡ce) staªe czasowe regu-
lowanego obiektu (3.16). W obu rozwa»anych przypadkach w transmitancji
zredukowanego modelu tego obiektu wyró»nia si¦ zatem dominuj¡ce staªe
czasowe (T1 lub T1 i T2) oraz pewn¡ zast¦pcz¡ staª¡ czasow¡ TΣ. Prosta
reguªa kompensacyjnego nastawiania regulatorów z rodziny PID wymaga,
aby byªy speªnione odpowiednie równo±ci:

PI : Ti = T1

PID : Ti = T1, Td = T2.

Wzmocnienie kc danego regulatora dobiera si¦ w ten sposób, aby za-
spokoi¢ dodatkowe wymagania nakªadane na ukªad regulacji (w rozwa»anym
przypadku »¡da si¦, aby wska¹nik oscylacyjno±ci Mr ukªadu zamkni¦tego
przyjmowaª okre±lon¡ warto±¢, por. wzór (3.9)).

Interesuj¡cy nas model zamkni¦tego ukªadu regulacji, okre±lony na pod-
stawie uproszczonej transmitancji obiektu G̃p(s) oraz transmitancji Gc(s)
zastosowanego regulatora (3.17) lub (3.18), przyjmuje zatem posta¢

G̃rc(s) =
Gc(s)G̃p(s)

1 + Gc(s)G̃p(s)
=

k0kc

k0kc + T1s + T1TΣs2
.

Porównuj¡c transmitancje Gw(s) oraz G̃rc(s), uzyskuje si¦ formuªy:

τ = 2ζTΣ oraz kc =
T1

4ζ2k0TΣ
.

Ze wzoru (3.9) wynika, »e ζ = 0.42487. Nastawiaj¡c regulator PI, przyj-
muje si¦ nast¦puj¡ce parametry zredukowanego modelu (3.19): T1 = 4 s,
TΣ = 1.125 s oraz k0 = 6. W przypadku regulatora PID zredukowany model
(3.20) jest zgodny z pierwotnym modelem (3.15) regulowanego obiektu: T1 =
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4 s, T2 = 1 s, TΣ = 0.125 s oraz k0 = 6. Powy»sze ustalenia prowadz¡ do
nast¦puj¡cych nastaw regulatorów (3.17)i (3.18) oraz odpowiadaj¡cych im
oszacowa« wska¹ników jako±ci regulacji:

� regulator PI : kc = 0.8207, Ti = 4 s, τ = 0.95596 s, κ% = 22.89%, Tκ =
3.318 s, Ts5% ≤ T̄s5% = 6.964 s, ωr = 0.836 rad · s−1 oraz ω3dB =
1.413 rad · s−1;

� regulator PID : kc = 7.3863, Ti = 4 s, Td = 1 s, τ = 0.1062 s, κ% =
22.89%, Tκ = 0.369 s, Ts5% ≤ T̄s5% = 0.774 s, ωr = 7.525 rad · s−1 oraz
ω3dB = 12.719 rad · s−1.

Wska¹niki jako±ci charakteryzuj¡ce 'rzeczywisty' ukªad regulacji � to
znaczy ukªad zªo»ony z obiektu o transmitancji wysokiego rz¦du (3.15) oraz
zaprojektowanego regulatora � dane s¡ poni»ej (dotycz¡ one tylko ukªadu
z regulatorem PI ; w przypadku ukªadu, w którym stosuje si¦ regulator
PID, odpowiednie oszacowania nale»y uzupeªni¢ jedynie 'dokªadn¡' warto±-
ci¡ czasu ustalania Ts5% = 0.771 s): κ% = 27.4%, Tκ = 3.22 s, Ts5% = 7.18 s,
Mr = 1.417, ωr = 0.927 rad · s−1 oraz ω3dB = 1.52 rad · s−1. Porównanie
warto±ci wska¹ników jako±ci regulacji uzyskanych na drodze symulacji ze
stosownymi warto±ciami wynikaj¡cymi z zaªo»e« projektowych, prowadzi do
wniosku, »e w badanym ukªadzie zastosowano regulator PI o zbyt du»ej
warto±ci wzmocnienia kc. Nastaw¦ t¦ wyznaczono bowiem na podstawie zre-
dukowanego modelu (3.19) regulowanego obiektu, podczas gdy 'rzeczywisty'
obiekt (3.15) wprowadza do fazowej charakterystyki transmitancji ukªadu
otwartego silniejsze ujemne przesuni¦cie fazy. Destabilizuj¡cy wpªyw owej
niepewno±ci modelowania mo»na do pewnego stopnia skompensowa¢ poprzez
odpowiednie zmniejszenie warto±ci wzmocnienia kc regulatora, post¦puj¡c
zgodnie z nast¦puj¡cymi prostymi reguªami:

k′c = kc

(
1− κ− κ̄

κ̄

)
(3.21)

lub
k′c = kc

(
1− Mr − M̄r

M̄r

)
(3.22)

gdzie przez k′c oznaczono skorygowan¡ warto±¢ wzmocnienia regulatora PI
lub PID, κ̄ oraz M̄r dotycz¡ zakªadanych (nominalnych), za± κ oraz Mr � fak-
tycznie uzyskanych warto±ci przeregulowania oraz wska¹nika oscylacyjno±ci.
Nale»y jednak pami¦ta¢, »e obni»enie warto±ci wzmocnienia kc regulatora z
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reguªy prowadzi do zmniejszenia szybko±ci regulacji. Rozwa»my zatem wªas-
no±ci ukªadu ze regulatoriem PI o odpowiednio obni»onej warto±ci wzmoc-
nienia kc. Ze wzorów (3.21) oraz (3.22) wynika, »e nastaw¦ t¦ nale»aªoby
zmniejszy¢ odpowiednio o okoªo 20% lub 10%. Przyjmijmy zatem, »e sko-
rygowana warto±¢ k′c wzmocnienia regulatora PI równa si¦ k′c = 0.85kc =
0.6976. Tak zmody�kowany ukªad regulacji charakteryzuje si¦ wska¹nikami:
κ = 22.96%, Tκ = 3.54 s, Ts5% = 7.33 s, Mr = 1.30, ωr = 0.815 rad · s−1

oraz ω3dB = 1.365 rad · s−1. Na rys. 3.31 pokazano skokowe odpowiedzi
rozwa»anych ukªadów regulacji.

Rys. 3.31. Skokowe odpowiedzi ukªadów regulacji

Opisana metoda nastawiania regulatorów sªu»y zapewnieniu transmi-
tancji Grc(s) projektowanego ukªadu po»adanej � i do pewnego stopnia
typowej � postaci, opisanej przyj¦t¡ standardow¡ transmitancj¡ wzorcow¡
Gw(s). Uzyskane w ten sposób ukªady zamkni¦te, dla ró»nych modeli Gp(s)
obiektów podlegaj¡cych regulacji, mog¡ charakteryzowa¢ si¦ podobnymi ce-
chami w zakresie ±ledzenia wielko±ci zadaj¡cej r(t). Analizuj¡c transmitancj¦
Gru(s) = U(s)/R(s) (por. rys. 3.30), ªatwo stwierdzi¢, »e wªa±ciwo±ci toru
ksztaªtowania wielko±ci steruj¡cej u(t) w rozwa»anych ukªadach regulacji w
istotny sposób zale»¡ od modelu obiektu. Zachodzi bowiem

Gru(s) =
Gc(s)

1 + Gc(s)Gp(s)

co w naszym przypadku daje Gru(s) ≈ Gw(s)/Gp(s). Jak widzimy, trudno
tu zatem mówi¢ o jakim± standardowym (niezale»nym od modelu obiektu)
przebiegu sygnaªu steruj¡cego. Zach¦camy Czytelnika do zbadania postaci
sygnaªu steruj¡cego wyst¦puj¡cego w wy»ej zaprojektowanym ukªadzie re-
gulacji, a tak»e do samodzielnego sformuªowania odpowiednich wniosków na
podstawie innych przypadków ukªadów omawianych w niniejszym skrypcie.
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Przykªad 3.3.4 Dany jest uproszczony model drugiego rz¦du pewnego
obiektu podlegaj¡cego regulacji

G̃p(s) =
kp

(1 + Ts)(1 + TΣs)
, T ≥ TΣ (3.23)

gdzie kp oznacza statyczne wzmocnienie, T jest dominuj¡c¡ staª¡ czasow¡,
za± TΣ oznacza zast¦pcz¡ staª¡ czasow¡, opisuj¡c¡ wpªyw wszystkich 'maªych'
(trudnych do indywidualnej identy�kacji) staªych czasowych tego obiektu. W
ukªadzie regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym zakªada
si¦ zastosowanie regulatora PI o operatorowej transmitancji

Gc(s) = kc +
kc

Tis
.

Przyjmuje si¦ ponadto, »e staª¡ caªkowania Ti regulatora PI wyznacza
si¦ zgodnie z reguª¡ kompensacji: Ti = T . Analizuj¡c transmitancj¦ G̃0(s) =
Gc(s)G̃p(s) otwartego ukªadu regulacji, obserwuje si¦ tu upraszczanie bieguna
odpowiadaj¡cego dominuj¡cej staªej czasowej T obiektu oraz zera wprowa-
dzanego do transmitancji G̃0(s) przez regulator.

Wyznacz zale»no±ci, wi¡»¡ce wzmocnienie kc regulatora PI ze wska¹ni-
kami odpowiedzi skokowej zamkni¦tego ukªadu regulacji (przeregulowaniem
κ, czasem maksimum Tκ i czasem ustalania Ts∆) oraz wska¹nikami am-
plitudowej charakterystyki transmitancji tego ukªadu (wska¹nikiem oscy-
lacyjno±ci Mr, pulsacj¡ rezonansow¡ ωr oraz pasmem przenoszenia ω3dB).
Przyjmuj¡c obiekt o transmitancji

Gp(s) =
8

(1 + 2s)(1 + 0.04s)(1 + 0.008s)
(3.24)

oblicz nastawy regulatora PI, zapewniaj¡ce odpowiedzi skokowej zamkni¦-
tego ukªadu regulacji przeregulowanie κ% = 15%. Oszacuj czas maksimum
Tκ oraz czas ustalania Ts2% tej odpowiedzi, a tak»e wska¹nik oscylacyjno±ci
Mr, rezonansow¡ pulsacj¦ ωr oraz pasmo przenoszenia ω3dB tak otrzymanego
ukªadu regulacji. Uzyskane oszacowania porównaj z warto±ciami wyznaczo-
nymi na drodze komputerowej symulacji ukªadu regulacji, w którym wyst¦-
puje 'rzeczywisty' obiekt o transmitancji wysokiego rz¦du (3.24).

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja G̃0(s), b¦d¡ca uproszczonym
modelem rozwa»anego otwartego ukªadu regulacji, dana jest wzorem

G̃0(s) = Gc(s)G̃p(s) =
kc(1 + Tis)

Tis
· kp

(1 + Ts)(1 + TΣs)
.



92 ROZDZIA� 3. PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI

Zgodnie z przyj¦t¡ reguª¡ nastawiania regulatora PI, transmitancja ta przyj-
muje posta¢

G̃0(s) =
kckp

Ts(1 + TΣs)
.

Uproszczona transmitancja ukªadu zamkni¦tego przedstawia si¦ zatem jako

G̃(s) =
G̃0(s)

1 + G̃0(s)
=

kckp

kckp + Ts + TTΣs2
.

Transmitancji tej nada¢ mo»na standardow¡ form¦ (3.3), w której

ζ =
1

2
√

α1
oraz τ =

TΣ√
α1

gdzie
α1 =

kckpTΣ

T
.

Opieraj¡c si¦ na informacjach podanych w dodatku 2, ªatwo wyprowadza-
my odpowiednie wzory, wi¡»¡ce wymienione wska¹niki jako±ci regulacji (κ,
Tκ, Ts∆, Mr, ωr oraz ω3dB) z warto±ci¡ wzmocnienia kc stosowanego regu-
latora PI. �¡daj¡c, aby 0 < ζ < 1, otrzymujemy ograniczenie na minimaln¡
warto±¢ tego wzmocnienia

kc >
T

4kpTΣ
.

Poszukiwane wzory przyjmuj¡ posta¢:

κ = e−πα2 , Tκ = 2πα2TΣ (3.25)

Ts∆ ≤ T̄s∆ = 2TΣ ln
(

2
∆

√
α1

α2

)
(3.26)

Mr = 2α1α2, ωr =
√

α3

TΣ
(3.27)

ω3dB =

√
α3 +

√
α2

1 + α2
3

TΣ
(3.28)

gdzie

α2 =
1√

4α1 − 1
oraz α3 = α1 − 1

2
.
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Wzór (3.27) pozostaje sªuszny pod warunkiem, »e obowi¡zuje nierówno±¢
ζ < 1/

√
2 (por. dodatek D.2.2 ). Wynika stad, »e omawiany wzór mo»na

stosowa¢ tylko w przypadku, gdy speªnione jest dodatkowe (silniejsze) ogra-
niczenie na warto±¢ wzmocnienia regulatora

kc >
T

2kpTΣ
.

Ze wzoru (3.25) wynika, »e dla zadanej warto±ci przeregulowania κ wzmoc-
nienie kc regulatora PI wyznacza si¦ jako

kc =
T (π2 + ln2 κ)
4kckpTΣ ln2 κ

.

Przejd¹my do rozwi¡zania postawionego zadania nastawienia regulatora
PI dla obiektu o transmitancji (3.24). Transmitancj¦ t¦, b¦d¡c¡ szeregowym
poª¡czeniem trzech czªonów inercyjnych, przybli»amy nast¦puj¡cym mode-
lem o zredukowanym rz¦dzie (co jest zgodne z wymaganiem sformuªowanym
we wzorze (3.23)):

G̃p(s) =
8

(1 + 2s)(1 + 0.048s)
.

Model ten uzyskano, zast¦puj¡c 'maªe' staªe czasowe obiektu (odpowiednio:
0.04 s oraz 0.008 s) wypadkow¡ staª¡ czasow¡ TΣ = 0.048 s.

Poszukiwane nastawy regulatora PI przyjmuj¡ warto±ci: kc = 4.8727
oraz Ti = 2 s. Wzory (3.25)-(3.28) pozwalaj¡ na oszacowanie wska¹ników
rozwa»anego ukªadu sterowania: Tκ = 0.182 s, Ts2% = 0.390 s, Mr = 1s−1

oraz ω3dB = 25.24 rad · s−1. Ni»ej podajemy tak»e warto±ci wska¹ników
opisuj¡cych 'rzeczywisty' ukªad regulacji � to znaczy ukªad, w którym za-
projektowany regulator PI zastosowano do sterowania obiektem o transmi-
tancji wysokiego rz¦du (3.24): κ% = 18.26, Tκ = 0.173 s, Ts2% = 0.389 s,
Mr = 1.191, ωr = 15.96 rad · s−1 oraz ω3dB = 27.9 rad · s−1. Porównanie od-
powiedzi skokowych ukªadu wzorcowego drugiego rz¦du oraz 'rzeczywistego'
ukªadu regulacji trzeciego rz¦du umo»liwiaj¡ wykresy dane na rys. 3.32.

Skomentujmy uzyskane wyniki.

a) W przedstawionej metodzie nastawiania regulatora PI zakªada si¦, »e dy-
namiczne wªasno±ci zamkni¦tego ukªadu regulacji s¡ zdeterminowane
poªo»eniem pary dominuj¡cych sprz¦»onych zespolonych (0 < ζ < 1)
biegunów operatorowej transmitancji tego ukªadu.
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Rys. 3.32. Odpowiedzi skokowe ukªadów regulacji

b) Efektywne zastosowanie metody kompensacyjnego nastawiania regula-
tora PI ograniczone jest w zasadzie do wieloinercyjnych obiektów dy-
namicznych, za± jej dokªadno±¢ uzale»niona jest mi¦dzy innymi od
jako±ci aproksymacji operatorowej transmitancji sterowanego obiektu
przez odpowiedni zredukowany model drugiego rz¦du (3.23).

c) Opisane post¦powanie mo»e znale¹¢ zastosowanie tak»e w przypadku syn-
tezy ukªadów sterowania wieloinercyjnymi obiektami za pomoc¡ regu-
latorów PID.

Przykªad 3.3.5 Rozwa»my model dynamicznego obiektu w postaci ilo-
czynu operatorowych transmitancji czªonu inercyjnego oraz idealnego czªonu
opó¹niaj¡cego

G(s) =
e−T0s

1 + Ts
.

Zakªadaj¡c, »e znana jest amplitudowa oraz fazowa charakterystyka wid-
mowa transmitancji G(s), podaj przykªadow¡ � i mo»liwie prost¡ � procedur¦
identy�kacji parametrów T oraz T0 rozwa»anego modelu.

Rozwi¡zanie Przykªadowe rozwi¡zanie zadania parametrycznej iden-
ty�kacji modelu G(s) opiera si¦ na wyznaczeniu pasma przenoszenia badane-
go obiektu. Rozwa»aj¡c amplitudow¡ charakterystyk¦ odpowiadaj¡c¡ trans-
mitancji G(s), ªatwo dochodzimy do wniosku, »e staª¡ czasow¡ T mo»na
wyznaczy¢ ze wzoru

T =
1

ω3dB
.
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Odpowiednia charakterystyka fazowa ma posta¢

arg G(jω) = − arctan(ωT )− ωT0.

Zachodzi zatem arg G(jω3dB) = − arctan 1−T0/T = −π/4−T0/T . Warto±¢
opó¹nienia T0 obliczamy przeto w sposób nast¦puj¡cy:

T0 = −T
(
arg G(jω3dB) +

π

4

)
.

Zadanie 3.3.1 Dany jest obiekt regulacji o transmitancji

Gp(s) =
12

(1 + 6s)(1 + 2s)(1 + 0.1s)(1 + 0.012s)
.

Stosuj¡c kompensacyjn¡ reguª¦ nastawiania regulatora PID o transmi-
tancji danej wzorem (3.18), nale»y wyznaczy¢ takie warto±ci jego nastaw kc,
Ti oraz Td, które zapewni¡ ukªadowi zamkni¦temu z jednostkowym ujem-
nym sprz¦»eniem zwrotnym odpowied¹ skokow¡ o przeregulowaniu κ% ≈
20%. Ponadto nale»y oszacowa¢ czas ustalania Ts2% tej odpowiedzi, a tak»e
wska¹nik oscylacyjno±ci Mr oraz rezonansow¡ pulsacj¦ ωr transmitancji ukªa-
du zamkni¦tego. Oszacowania te nale»y porówna¢ z wynikami uzyskanymi
na drodze symulacji komputerowej.

Wskazówka: jako uproszczony model sterowanego obiektu przyjmuje si¦
transmitancj¦ trzeciego rz¦du

G̃p(s) =
12

(1 + 6s)(1 + 2s)(1 + 0.112s)
.

Odpowied¹ Nastawy regulatora PID wynosz¡: kc = 5.3686, Ti =
6 s oraz Td = 2 s. Prowadzi to do nast¦puj¡cych oszacowa« wska¹ników
jako±ci regulacji: κ% = 20%, Tκ = 0.361 s, Ts2% = 0.850 s, T̄s2% = 0.902 s,
Mr = 1.232, ωr = 7.484 rad · s−1. Wska¹niki uzyskane na drodze symulacji
komputerowej maj¡ warto±¢: κ% = 23.39%, Tκ = 0.348 s, Ts2% = 0.829 s,
Mr = 1.31 oraz ωr = 8.26 rad ·s−1. Na rys. 3.33 pokazano przebieg odpowie-
dzi skokowej zaprojektowanego ukªadu oraz przebieg zwi¡zany ze stosown¡
wzorcow¡ transmitncj¡ drugiego rz¦du.
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Rys. 3.33. Porównanie odpowiedzi skokowych

Zadanie 3.3.2 Dany jest obiekt opisany transmitancj¡

Gp(s) =
18

(1 + 5s)(1 + 1.5s)(1 + 0.08s)(1 + 0.03s)
.

Posªuguj¡c si¦ kompensacyjn¡ reguª¦ nastawiania regulatora PI o trans-
mitancji (3.17), wyznacz warto±ci nastaw kc oraz Ti tego regulatora, dla
których ukªad regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym
charakteryzuje si¦ wska¹nikiem oscylacyjno±ci Mr ≈ 1.5. Nast¦pnie oszacuj
przeregulowanie κ%, czas maksimum Tκ oraz czas ustalania Ts2% odpowiedzi
skokowej, a tak»e rezonansow¡ pulsacj¦ ωr tak uzyskanego ukªadu. Wyniki
oszacowa« porównaj z wynikami komputerowej symulacji (dokonaj ewentu-
alnej korekty wzmocnienia regulatora).

Wskazówka: przyjmij odpowiedni uproszczony model dynamiki sterowa-
nego obiektu.

Odpowied¹ Nastawy regulatora PI wynosz¡: kc = 0.3388 oraz Ti =
5 s. Oszacowania wska¹ników jako±ci regulacji przyjmuj¡ posta¢: κ% =
30.12%, Tκ = 3.864 s, Ts2% = 12.54 s, T̄s2% = 12.81 s, Mr = 1.5 oraz
ωr = 0.751 rad · s−1.

W wyniku komputerowej symulacji rozwa»anego ukªadu wyznaczono:
κ% = 34.60%, Tκ = 3.80 s, Ts2% = 12.55 s, Mr = 1.65 oraz ωr = 0.799 rad ·
s−1 (por. te» rys. 3.34).

Z analizy powy»szych wyników mo»na wnosi¢, »e w ukªadzie zastosowano
regulator PI o nieco zawy»onej warto±ci wzmocnienia kc. Wniosek ten
wynika mi¦dzy innymi z faktu, »e rzeczywiste przeregulowanie κ%, a tak»e
rzeczywisty wska¹nik oscylacyjno±ci Mr, przekraczaj¡ warto±ci odpowiednich
oszacowa«. Dokonuj¡c korekty wzmocnienia regulatora, przy k′c = 0.9kc =
0.3049, uzyskano ukªad regulacji o nast¦puj¡cych wska¹nikach: κ% = 31.8%,
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Tκ = 4.03 s, Ts2% = 13.07 s, Mr = 1.55 oraz ωr = 0.747 rad · s−1. Na rys.
3.34 przedstawiono przebiegi odpowiedzi skokowych obu rozwa»anych ukªa-
dów regulacji oraz � dla porównania � ukªadu wzorcowego modelowanego
transmitancj¡ drugiego rz¦du.

Rys. 3.34. Odpowiedzi skokowe ukªadów regulacji

Zadanie 3.3.3 Rysunek 3.35 przedstawia asymptotyczn¡ logarytmiczn¡
charakterystyk¦ moduªu pewnego ukªadu dynamicznego. Wyznacz na tej
podstawie operatorow¡ transmitancj¦ tego ukªadu, zakªadaj¡c jego minimal-
nofazowo±¢.

Rys. 3.35. Asymptotyczna charakterystyka amplitudowa

Rozwi¡zanie Ukªad opisany jest transmitancj¡

G(s) =
ωc

(
1 + s

ω1

)(
1 + s

ω2

)

s
(
1 + s

ω3

)3 .
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Zadanie 3.3.4 Operatorowa transmitancja nieminimalnofazowego czªonu
dynamicznego dana jest wzorem

G(s) =
e−T0s

1 + Ts
.

Wiadomo, »e dla pulsacji ω = 2.5 rad · s−1 zachodzi: |G(jω)| = 0.5 oraz
arg G(jω) = −π rad. Wyznacz parametry T oraz T0 tej transmitancji.

Rozwi¡zanie T = 0.693 s oraz T0 = 0.838 s.

Zadanie 3.3.5 Okre±l operatorow¡ transmitancj¦ G(s) ukªadu, którego
charakterystyki Bodego � wyznaczone eksperymantalnie � przedstawiaj¡ si¦
jak na rys. 3.36a,b.

Rys. 3.36. Charakterystyki Bodego ukªadu dynamicznego

Rozwi¡zanie Rozwi¡zanie ma posta¢ G(s) = G0(s) · e−0.1s, gdzie

G0(s) =
40(1 + s)

s(0.2 + s)(64 + 2s + s2)
.

Istnienie czªonu opó¹niaj¡cego oraz jego parametr daj¡ si¦ ustali¢ poprzez
porównanie fazowej charakterystyki transmitancji bez opó¹nienia G0(s) z
charakterystyk¡ otrzyman¡ eksperymentalnie.
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Zadanie 3.3.6 Odpowied¹ skokow¡ oraz charakterystyk¦ amplitudow¡ pew-
nego obiektu dynamicznego o operatorowej transmitancji

Gp(s) =
1

(1 + 0.2s)(1 + 0.6s)(1 + 1.4s + 4s2)

opisuj¡ wska¹niki: przeregulowanie κ% = 29.26%, czas maksimum Tκ =
7.58 s, czasy ustalania Ts2% = 22.69 s i Ts5% = 16.52 s, wska¹nik oscyla-
cyjno±ci Mp = 1.47, rezonansowa pulsacja ωr = 0.428 rad · s−1 oraz pasmo
przenoszenia ω3dB = 0.684 rad · s−1. Wyznacz nast¦puj¡ce zredukowane mo-
dele drugiego rz¦du tego obiektu:
a) model dopasowuj¡cy warto±ci wska¹ników Mr oraz ωr,

b) model dopasowuj¡cy warto±ci wska¹ników Mr oraz ω3dB,

c) model zachowuj¡cy par¦ dominuj¡cych biegunów transmitancji Gp(s).

Zakªada si¦ przy tym, »e wszystkie uproszczone modele posiadaj¡ sta-
tyczne wzmocnienie równe odpowiedniemu wzmocnieniu modelu pierwot-
nego Gp(s).

Odpowied¹
a) Dane dotycz¡ce zredukowanego modelu dopasowuj¡cego wska¹niki Mr

oraz ωr:
Gra(s) =

1
1 + 1.4612s + 4.0033s2

κ% = 29.17%, Tκ = 6.75 s, Ts2% = 21.63 s, Ts5% = 15.65 s, Mr = 1.47,
ωr = 0.428 rad · s−1, ω3dB = 0.702 rad · s−1.

b) Dane dotycz¡ce zredukowanego modelu dopasowuj¡cego wska¹niki Mr

oraz ω3dB:
Grb(s) =

1
1 + 1.499s + 4.21345s2

κ% = 29.17%, Tκ = 6.93 s, Ts2% = 22.19 s, Ts5% = 16.06 s, Mr = 1.47,
ωr = 0.417 rad · s−1, ω3dB = 0.684 rad · s−1.

c) Dane dotycz¡ce modelu zachowuj¡cego dominuj¡ce bieguny transmitancji
Gp(s):

Grc(s) =
1

1 + 1.4s + 4s2

κ% = 30.92%, Tκ = 6.69 s, Ts2% = 21.96 s, Ts5% = 15.76 s, Mr = 1.52,
ωr = 0.434 rad · s−1, ω3dB = 0.709 rad · s−1.
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Porównanie odpowiedzi skokowej rozwa»anego obiektu oraz odpowiedzi
skokowych wszystkich badanych uproszczonych modeli tego obiektu przed-
stawiono na rys. 3.37.

Rys. 3.37. Porównanie odpowiedzi skokowych obiektu i jego uproszczonych modeli

Zadanie 3.3.7 Czªon opó¹niaj¡cy G(s) = e−T0s przybli»amy czªonem
przesuwnika fazowego

Ga(s) =
1− T0

2 s

1 + T0
2 s

.

Wyznacz bª¡d takiego przybli»enia, rozwa»aj¡c charakterystyk¦ ampli-
tudow¡ oraz fazow¡ transmitancji ró»nicowej G(s)−Ga(s). Dla jakich pul-
sacji bªad aproksymacji charakterystyki fazowej czªonu opó¹niaj¡cego nie
przekracza −π/4?

Odpowied¹ Bª¡d aproksymacji charakterystyki amplitudowej czªonu
opó»niaj¡cego przez rozwa»any czªon wymierny pierwszego rz¦du ma warto±¢
zero, za± bª¡d aproksymacji charakterystyki fazowej czªonu opó¹niaj¡cego
nie jest ograniczony. Zakªadane górne ograniczenie bª¦du przybli»enia fazy
osi¡ga si¦ dla ω ≤ 2.6247/T0.



Rozdziaª 4

Badanie stabilno±ci liniowych
ukªadów sterowania. Ocena
ustalonych uchybów. Odporna
stabilno±¢.

Niniejszy rozdziaª dotyczy trzech wa»nych zagadnie« zwi¡zanych z analiz¡
oraz syntez¡ ukªadów automatycznego sterowania (regulacji). W pierwszej
kolejno±ci zajmujemy si¦ badaniem stabilno±ci w sensie BIBO (Bounded In-
put Bounded Output) liniowych ukªadów dynamicznych opisanych opera-
torowymi transmitancjami, w tym ukªadów sterowania z ujemnym sprz¦-
»eniem zwrotnym. Rozwa»amy zastosowanie algebraicznych oraz cz¦stotli-
wo±ciowych kryteriów rozstrzygania o takiej stabilno±ci. Nast¦pnie przecho-
dzimy do oceny ustalonych uchybów sterowania. W tym celu wykorzystu-
jemy uchybowe transmitancje danego ukªadu, a tak»e analizujemy wªasno±ci
takich transmitancji. De�niuj¡c typ astatyzmu badanego ukªadu sterowa-
nia, formuªujemy stosowne wnioski o postaci ustalonych uchybów dla ty-
powych wielomianowych sygnaªów pobudzaj¡cych. Wreszcie, w rozdziale
tym zamieszczamy wst¦pne uwagi o sterowaniu odpornym w warunkach
niepewno±ci nominalnego modelu sterowanego obiektu.

Niech RH∞ oznacza przestrze« wymiernych z rzeczywistymi wspóªczyn-
nikami funkcji zmiennej zespolonej s, analityczneych i ograniczonych w pra-
wej otwartej póªpªaszczy¹nie. Norm¦ w przestrzeni RH∞ de�niuje si¦ jako

‖G‖∞ = sup
Re(s)>0

|G(s)| = sup
ω∈R

|G(jω)|.

101
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Funkcja G(s) ∈ RH∞ musi by¢ zatem funkcj¡ wªa±ciw¡ i nie mo»e posiada¢
biegunów w prawej domkni¦tej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s. Za-
chodzi ponadtoRH∞ ⊂ RL∞, gdzie RL∞ to przestrze« wymiernych funkcji
o rzeczywistych wspóªczynnikach i ograniczonych na osi urojonej jR. Sym-
bole L∞ oraz H∞ odnosz¡ si¦ do odpowiednich szerszych klas funkcji, dla
których nie obowi¡zuje zaªo»enie o wymiernej postaci ich elementów.

4.1 Algebraiczne i cz¦stotliwo±ciowe metody bada-
nia stabilno±ci

Przykªad 4.1.1 Na podstawie kryterium Routha-Hurwitza, okre±l liczb¦
pierwiastków nast¦puj¡cego równania

W (s) = 48 + 28s− 56s2 − 35s3 + 7s4 + 7s5 + s6 = 0 (4.1)
le»¡cych w prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej.

Rozwi¡zanie Tablica Routha, odpowiadaj¡ca (4.1), ma posta¢

s6 1 7 −56 48
s5 7 −35 28
s4 12 −60 48
s3 48 → 0 −120 → 0
s2 −30 48
s1 −43.2 0
s0 48 .

(4.2)

W tablicy tej pojawia si¦ wiersz zªo»ony tylko z zerowych elementów
(wiersz ten odpowiada nieparzystej trzeciej pot¦dze zmiennej zespolonej s).
W takim przypadku zerowy wiersz tablicy zast¡pi¢ nale»y wierszem utworzo-
nym ze wspóªczynników zró»niczkowanego pomocniczego wielomianu P (s),
który tworzy si¦ na podstawie wiersza bezpo±rednio poprzedzaj¡cego roz-
wa»any zerowy wiersz. Zgodnie z kryterium Routha-Hurwitza, pomocniczy
wielomian ma posta¢ P (s) = 48 − 60s2 + 12s4, a zatem elementy wiersza
zast¦puj¡cego zerowy wiersz tablicy (4.2) oblicza si¦ w nast¦puj¡cy sposób:
dP (s)/ds = −120s + 48s3. Po dokonaniu odpowiedniej zamiany, wypeª-
nianie tablicy Routha jest kontynuowane. Analiza liczby zmian znaku ele-
mentów pierwszej kolumny tej tablicy wskazuje, i» równanie (4.1) ma dwa
pierwiastki le»¡ce w prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej. Pomoc-
niczy wielomian P (s), wykorzystywany przy opisanej rekonstrukcji elemen-
tów zerowego wiersza tablicy Routha, jest zawsze wielomianem, w którym
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zespolona zmienna s wyst¦puje tylko w parzystych pot¦gach. Oznacza to,
»e pierwiastki tego pomocniczego wielomianu, b¦d¡ce tak»e pierwiastkami
'pierwotnego' wielomianu W (s), rozmieszczone s¡ na pªaszczy¹nie zespolonej
symetrycznie wzgl¦dem osi urojonej. Pierwiastki takie mog¡ zatem wyst¦po-
wa¢ w parach (pierwiastki rzeczywiste lub urojone), b¡d¹ te» w kwartetach
(dwie pary pierwiastków sprz¦»onych zespolonych o niezerowych cz¦±ciach
rzeczywistych).

Przykªad 4.1.2 Charakterystyczny wielomian pewnego ukªadu dynamicz-
nego dany jest wzorem

W (s) = 2 + 5s + 9s2 + 10s3 + 3s4 + 3s5.

Stosuj¡c kryterium Routha-Hurwitza, zbadaj liczb¦ pierwiastków tego
wielomianu, le»¡cych w prawej póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s.

Rozwi¡zanie Tablica Routha przedstawia si¦ tu nast¦puj¡co:

s5 3 10 5
s4 3 9 2
s3 1 3
s2 ε → 0 2
s1 −2

ε
s0 2 .

(4.3)

W tablicy tej wyst¡piª niezerowy wiersz (odpowiadaj¡cy drugiej pot¦dze
zespolonej zmiennej s) o zerowym pierwszym elemencie. W takim przy-
padku element ów zast¡pi¢ nale»y 'maª¡' dodatni¡ liczb¡ ε i kontynuowa¢
obliczenia w celu okre±lenia warto±ci dalszych elementów tablicy (niektóre z
tych elementów b¦d¡ teraz funkcjami parametru ε). Z liczby zmian znaku
elementów pierwszej kolumny tak uzyskanej tablicy Routha wynika, ile pier-
wiastków równania W (s) = 0 le»y w prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny
zespolonej. Ze wzoru (4.3) wnioskujemy zatem, »e równanie to posiada dwa
takie pierwiastki.

Przykªad 4.1.3 Stosuj¡c kryterium Hurwitza, zbadaj stabilno±¢ ukªadu
dynamicznego, którego wielomian charakterystyczny ma posta¢

W (s) = 3 + 4s + 3s2 + 2s3 + s4. (4.4)
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Rozwi¡zanie Kryterium Hurwitza pozwala na stwierdzenie, czy mo-
niczny wielomian W (s) = a0 + a1s + a2s

2 + · · ·+ an−1s
n−1 + sn o dodatnich

wspóªczynnikach ai, i = 0, 1, . . . , n−1, an = 1, posiada pierwiastki w prawej
póªpªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s. W tym celu de�niuje si¦ macierz
Hurwitza Hn ∈ Rn×n, dan¡ wzorem

Hn =




an−1 an−3 an−5 an−7 · · · · · · 0
1 an−2 an−4 an−6 · · · · · · · · ·
0 an−1 an−3 an−5 · · · · · · · · ·
0 1 an−2 an−4 · · · · · · · · ·
0 0 an−1 an−3

. . . · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 0 0 · · · · · · a0




. (4.5)

Koniecznym i wystarczaj¡cym warunkiem, aby wszystkie pierwiastki wie-
lomianu W (s) stopnia deg W (s) = n le»aªy w lewej otwartej póªpªaszczy¹nie
zmiennej zespolonej s jest speªnienie nierówno±ci ∆i > 0 dla i = 1, . . . , n,
gdzie ∆i to minory gªówne macierzy Hurwitza Hn. Je»eli ∆i 6= 0 dla
i = 1, . . . , n, to wielomian W (s) ma m pierwiastków w otwartej prawej póª-
pªaszczy¹nie zmiennej zespolonej s, gdzie m oznacza liczb¦ zmian znaku
elementów ci¡gu

{
∆0,

∆1

∆0
,

∆2

∆1
, · · · ∆n

∆n−1

}

przy czym ∆0 = an = 1.
W naszym przypadku, wielomianowi (4.4) przyporz¡dkowujemy macierz

Hurwitza

H4 =




2 4 0 0
1 3 3 0
0 2 4 0
0 1 3 3


 .

Minory gªówne tej macierzy to: ∆1 = 2, ∆2 = 2, ∆3 = −4 oraz ∆4 = −12.
Poniewa» ∆3 oraz ∆4 s¡ ujemne, rozwa»any wielomian ma pierwiastki w
otwartej prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej. Liczba zmian znaku ci¡gu

{
∆0,

∆1

∆0
,

∆2

∆1
,

∆3

∆2
,

∆4

∆3

}
=

{
1,

2
1
,

2
2
,
−4
2

,
−12
−8

}

±wiadczy, »e s¡ dwa takie pierwiastki.
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Przykªad 4.1.4 Otwarty ukªad regulacji opisany jest transmitancj¡

G0(s) =
k0

(−1 + s)(3 + s)(4 + s)
, k0 > 0. (4.6)

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista odpowiadaj¡c¡ tej transmitancji. Kªa-
d¡c k0 = 20, zbadaj czy ukªad po zamkni¦ciu p¦tli jednostkowego ujemnego
sprz¦»enia zwrotnego b¦dzie ukªadem stabilnym. W przypadku odpowiedzi
pozytywnej, oblicz zapas wzmocnienia ukªadu zamkni¦tego.

Rozwi¡zanie Argument widmowej transmitancji G0(jω) dany jest wzo-
rem

arg G0(jω) = −180◦ + arctanω − arctan
(ω

3

)
− arctan

(ω

4

)
.

Mamy zatem arg G0(jω)|ω=0 = −180◦ oraz arg G0(jω)|ω→∞ = −270◦.
Ponadto, dla ω ∈ O+(0) obowi¡zuje zale»no±¢

arg G0(jω) = −180◦ + arctanω − arctan
(

7ω

12− ω2

)

= −180◦ + arctan
(

ω(5− ω2)
12 + 6ω2

)

z której wynika, »e arg G0(jω)|ω∈(0,
√

5) > −180◦. Na podstawie powy»szych
wzorów oszacowa¢ mo»na przebieg charakterystyki Nyquista rozwa»anego
otwartego ukªadu regulacji (rys. 4.1).

Rys. 4.1. Charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu regulacji
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Aby odpowiedzie¢ na pytanie o stabilno±¢ ukªadu zamkni¦tego, nale»y
rozwa»y¢ poªo»enie punktów −k0/kmin oraz −k0/kmax na ujemnej rzeczy-
wistej póªosi pªaszczyzny zespolonej w stosunku do poªo»enia punktu kon-
trolnego (−1, j0).

Mo»liwe s¡ trzy przypadki:
� k0 < kmin, któremu odpowiada N = 0 (rys. 4.2a),
� kmin < k0 < kmax, dla którego zachodzi N = −1 (rys. 4.2b),
� k0 > kmax, w którym przyjmujemy N = 1 (rys. 4.2c),

gdzie

kmin =
1

|G0(jω)|

∣∣∣∣
k0=1,ω=0

= 12 oraz kmax =
1

|G0(jω)|

∣∣∣∣
k0=1,ω=

√
5

= 42

za± N okre±la, ile razy rozwa»ana charakterystyka obchodzi zgodnie z ruchem
wskazówek zegara kontrolny punkt (−1, j0), gdy pulsacja ω zmienia si¦ od
−∞ do +∞.

Rys. 4.2. Charakterystyki Nyquista ukªadu otwartego
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Poniewa» operatorowa transmitancja rozwa»anego otwartego ukªadu (4.6)
ma jeden biegun w prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej (P = 1),
zatem tylko drugi z powy»szych przypadków (to znaczy, gdy N = −1)
odpowiada stabilnemu ukªadowi zamkni¦temu (liczba biegunów transmi-
tancji zamkni¦tego ukªadu, le»¡cych w prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny
zespolonej wynosi Z = N +P = −1+1 = 0). W pierwszym przypadku (N =
0) transmitancja zamkni¦tego ukªadu b¦dzie miaªa jeden biegun w prawej
póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej (Z = N+P = 0+1 = 1), za± w przy-
padku trzecim (N = 1) � b¦d¡ dwa takie bieguny (Z = N + P = 1 + 1 = 2).
A zatem przy k0 = 20 (czyli dla kmin < k0 < kmax � co odpowiada drugiemu
przypadkowi) rozwa»any ukªad regulacji b¦dzie ukªadem stabilnym w sen-
sie BIBO. Z rys. 4.2 wynika, »e w tym przypadku mo»na mówi¢ o dwóch
zapasach wzmocnienia

M+
g = 20 log

(
kmax

k0

)
= 6.44 dB oraz M−

g = 20 log
(

k0

kmin

)
= 4.44 dB.

Zapas M+
g jest miar¡ odporno±ci stabilno±ci zamkni¦tego ukªadu regu-

lacji na wzrost warto±ci parametru k0 ukªadu otwartego. Z kolei, zapas
M−

g mówi o odporno±ci stabilno±ci zamkni¦tego ukªadu w przypadku spadku
warto±ci tego parametru.

Przykªad 4.1.5 Stosuj¡c kryterium Nyquista, zbadaj stabilno±¢ zamkni¦-
tego ukªadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym, je»eli
wiadomo, »e transmitancja toru gªównego tego ukªadu ma posta¢

G0(s) =
k(1 + T0s)

(−1 + T1s)(1 + T2s)(1 + T3s)
(4.7)

przy czym k = 10, T0 = 0.05 s, T1 = 0.1 s, T2 = 0.02 s oraz T3 = 0.25 s.

Rozwi¡zanie Zbadajmy przebieg charakterystyki Nyquista rozwa»a-
nego ukªadu otwartego. Mamy

G0(jω) =
k(1 + jωT0)

(−1 + jωT1)(1 + jωT2)(1 + jωT3)
= U(ω) + jV (ω)

gdzie

U(ω) =
−10− 3.05 · 10−1 · ω2 − 2.5 · 10−4 · ω4

1 + 7.29 · 10−2 · ω2 + 6.54 · 10−4 · ω4 + 2.5 · 10−7 · ω6
(4.8)

V (ω) =
ω(1.2− 6 · 10−3 · ω2)

1 + 7.29 · 10−2 · ω2 + 6.54 · 10−4 · ω4 + 2.5 · 10−7 · ω6
. (4.9)
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Ze wzorów (4.8) i (4.9) wynika co nast¦puje:

ω = 0 : U(ω) = −10, V (ω) = 0
0 ≤ ω < ∞ : U(ω) < 0

ω →∞ : U(ω) → 0, V (ω) → 0

ω = ωpc =
√

1.2
0.006 =

√
200 rad · s−1 : U(ω) = −1.85185, V (ω) = 0

0 < ω < ωpc : V (ω) > 0
ωpc < ω < ∞ : V (ω) < 0.

Powy»sze dane pozwalaj¡ wykre±li¢ charakterystyk¦ Nyquista (rys. 4.3).

Rys. 4.3. Charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu regulacji

W my±l podstawowej reguªy zwi¡zanej z kryterium Nyquista mamy Z =
N + P , gdzie: Z � liczba biegunów zamkni¦tego ukªadu le»¡cych w prawej
póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej, N � liczba okr¡»e« punktu kon-
trolnego (−1, j0) zgodnych z ruchem wskazówek zegara przy poruszaniu si¦
wzdªu» charakterystyki Nyquista dla pulsacji ω zmieniaj¡cej si¦ od −∞ do
+∞, P � liczba biegunów ukªadu otwartego, nale»¡cych do prawej póªpªasz-
czyzny pªaszczyzny zespolonej. Ze wzoru (4.7) wynika, »e jeden biegun trans-
mitancji badanego ukªadu otwartego znajduje si¦ w prawej póªpªaszczy¹nie
zespolonej (P = 1). Na podstawie rys. 4.3 otrzymujemy N = −1. Poniewa»
Z = 0, zatem rozwa»any ukªad zamkni¦ty jest stabilny.

Przykªad 4.1.6 Operatorowa transmitancja otwartego ukªadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym dana jest wzorem

G0(s) =
k

s2(3 + s)
, k > 0. (4.10)
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Korzystaj¡c z kryterium Nyquista, okre±l liczb¦ biegunów transmitancji
odpowiedniego ukªadu zamkni¦tego, le»¡cych w prawej póªpªaszczy¹nie pªa-
szczyzny zespolonej.

Rozwi¡zanie Transmitancja (4.10) posiada podwójny biegun dla s =
0. Kontur Cauchy'ego C, stosowny dla tego przypadku, przedstawiono na
rys. 4.4, wyró»niaj¡c pi¦¢ fragmentów:

CI′ : s = ρejϕ, ρ > 0, 0◦ ≤ ϕ ≤ 90◦

CII : s = jω, ρ < ω < ∞ ρ > 0
CIII : s = ±j∞ (4.11)
CIV : s = jω, −∞ < ω < −ρ, ρ > 0
CI′′ : s = ρejϕ, ρ > 0, −90◦ ≤ ϕ < 0◦.

Rys. 4.4. Kontur Cauchy'ego w przypadku transmitancji z biegunem w zerze

Odwzorowanie G0 : C → C, s 7→ G0(s), przy ρ → 0+, wyznacza
charakterystyk¦ Nyquista ukªadu otwartego (4.10). Dla s ∈ CI′ mamy

G0(s)|s∈CI′
=

k

ρ2ej2ϕ(3 + ρejϕ)

a zatem dla dostatecznie 'maªej' warto±ci promienia ρ > 0

G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=0◦ ≈ k

3ρ2
> 1

|G0(s)||s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ ≈ k

3ρ2
> 1

arg G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ = −180◦ − arctan
(ρ

3

)
.
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Dla s = ρej90◦ przy ρ > 0 zachodzi arg G0(s) < −180◦. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, »e charakterystyka Nyquista ukªadu (4.10) przechodzi
do drugiej ¢wiartki pªaszczyzny zmiennej zespolonej s. Gdy s ∈ CII , wtedy
arg G0(s)|s∈CII

= −180◦−arctan(ω/3). Dla s ∈ CII zachodzi lims→∞ |G0(s)|
= 0. Przebieg charakterystyki Nyquista dla s ∈ CI′ ∪CII ∪CIII oraz pewnego
promienia ρ > 0 pokazano na rys. 4.5. Symetryczny fragment tej charak-
terystyki, odpowiadaj¡cy s ∈ CIV ∪ CI′′ , zaznaczono na rys. 4.5 przerywan¡
lini¡. Jak widziemy, liczba okr¡»e« kontrolnego punktu (−1, j0) zgodnie z
ruchem wskazówek zegara wynosi N = 2. Poniewa» badany ukªad otwarty
nie posiada biegunów w prawej otwartej póªpªaszczy¹nie zespolonej (P = 0,
funkcja G0(s) jest analityczna dla s nale»¡cych do wn¦trza Int C konturu
Cauchy'ego C), zatem liczba biegunów transmitancji ukªadu zamkni¦tego w
prawej otwartej póªpªaszczy»nie zespolonej wynosi Z = N + P = 2.

Rys. 4.5. Charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu z podwójnym biegunem w zerze

Przykªad 4.1.7 Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista transmitancji

G0(s) =
k(2 + s)

s(−1 + s)
, k > 0. (4.12)

pewnego ukªadu otwartego. Dla jakich k ukªad zamkni¦ty z jednostkowym
ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym b¦dzie ukªadem stabilnym?

Rozwi¡zanie Transmitancja (4.12) ma biegun dla s = 0. Kontur Cau-
chy'ego C dla tego przypadku ma posta¢ okre±lon¡ wzorem (4.11) (zob. rys.
4.4). Odwzorowanie G0 : C → C, s 7→ G0(s), przy ρ → 0+, wyznacza
przebieg charakterystyki Nyquista tego ukªadu. Dla s ∈ CI′ zachodzi
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G0(s)|s∈CI′
=

k(2 + ρejϕ)
ρejϕ(−1 + ρejϕ)

a zatem, gdy tylko promie« ρ > 0 jest dostatecznie 'maªy', mamy

G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=0◦ ≈ −2k

ρ
(4.13)

|G0(s)||s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ ≈ 2k

ρ

arg G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ = −270◦ + arctan
(ρ

2

)
+ arctan ρ. (4.14)

Dla s ∈ CII mamy

arg G0(s)|s∈CII
=





−270◦ + arctan
(

3ω
2−ω2

)
dla ω <

√
2 rad · s−1

−180◦ dla ω =
√

2 rad · s−1

−90◦ + arctan
(

3ω
2−ω2

)
dla ω >

√
2 rad · s−1.

(4.15)
Z kolei, dla s ∈ CIII zachodzi lims→∞ |G0(s)| = 0.

Ze wzorów (4.13) oraz (4.14) wynika, »e dla s ∈ CI′ charakterystyka
Nyquista rozwa»anego ukªadu otwartego (4.12) zawiera si¦ tylko w drugiej
¢wiartce pªaszczyzny zespolonej. Z kolei, na podstawie wzoru (4.15) wniosku-
jemy, »e przy pulsacji ω = ωpc =

√
2 rad · s−1 charakterystyka Nyquista prze-

chodzi do trzeciej ¢wiartki pªaszczyzny zespolonej. Jak ªatwo sprawdzi¢, dla
ω = ωpc zachodzi G0(jωpc) = −k.

Powy»sze obliczenia pozwalaj¡ na wykre±lenie charakterystyki Nyquista
transmitancji (4.12) dla s ∈ CI′ ∪ CII ∪ CIII i pewnego promienia ρ > 0.
Przebieg ten, uzupeªniony symetrycznym fragmentem odpowiadaj¡cym s ∈
CIV ∪ CI′′ (linia przerywana) dano na rys. 4.6a,b. Rys. 4.6a dotyczy przy-
padku, w którym k < 1, za± rys. 4.6b � przypadku k > 1. Tylko drugi z
tych przypadków odpowiada stabilnemu ukªadowi zamkni¦temu.

Transmitancja (4.12) posiada jeden biegun s = 1 w otwartej prawej póª-
pªaszczy¹nie. Mamy zatem P = 1.

W pierwszym z wyró»nionych przypadków, przy k < 1, charakterystyka
Nyquista otwartego ukªadu (4.12) okr¡»a jeden raz punkt kontrolny (−1, j0)
zgodnie z ruchem wskazówek zegara (N = 1, rys. 4.6a). Odpowiedni ukªad
zamkni¦ty jest zatem niestabilny i jego transmitancja ma dwa bieguny w
prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej (Z = N + P = 2).
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Rys. 4.6. Charakterystyka Nyquista niestabilnego ukªadu otwartego (P = 1), który
po zamkni¦ciu p¦tli ujemnego sprz¦»enia zwrotnego: a) pozostaje niestabilny (N = 1,
Z = N + P = 2), b) jest stabilny (N = −1, Z = N + P = 0)

W drugim przypadku, to znaczy przy k > 1, charakterystyka Nyquista
otwartego ukªadu (4.12) jednokrotnie obiega punkt (−1, j0) przeciwnie do
ruchu wskazówek zegara (N = −1, rys. 4.6b) � co oznacza, »e dla tego
przypadku zamkni¦ty ukªad jest stabilny (Z = N + P = 0).

Przykªad 4.1.8 Operatorowa transmitancja otwartego ukªadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym dana jest wzorem

G0(s) =
k(1 + s)(3 + s)
s(2 + s)(4 + s2)

, k > 0. (4.16)

Korzystaj¡c z kryterium Nyquista, okre±l liczb¦ biegunów transmitancji
odpowiedniego ukªadu zamkni¦tego, le»¡cych w prawej póªpªaszczy¹nie.

Rozwi¡zanie Transmitancja G0(s) posiada trzy bieguny na osi uro-
jonej: biegun w zerze (s = 0) oraz par¦ biegunów sprz¦»onych urojonych
(s = ±j2). Kontur Cauchy'ego C stosowny dla tego przypadku przedstawio-
no na rys. 4.7, wyró»niaj¡c dziewi¦¢ fragmentów:

CI′ : s = ρejϕ, ρ > 0, 0◦ ≤ ϕ ≤ 90◦

CII′ : s = jω, ρ < ω < 2− ρ, ρ > 0
CII′′ : s = j2 + ρejϕ, ρ > 0,−90◦ ≤ ϕ ≤ 90◦

CII′′′ : s = jω, 2 + ρ < ω < ∞, ρ > 0
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CIII : s = ±j∞
CIV ′ : s = jω,−∞ < ω < −2− ρ, ρ > 0
CIV ′′ : s = −j2 + ρejϕ, ρ > 0,−90◦ ≤ ϕ ≤ 90◦

CIV ′′′ : s = jω,−2 + ρ < ω < −ρ, ρ > 0
CI′′ : s = ρejϕ, ρ > 0,−90◦ ≤ ϕ < 0◦.

Rys. 4.7. Kontur Cauchy'ego w przypadku transmitancji z biegunem w zerze i par¡
biegunów urojonych

Odwzorowanie G0 : C → C, s 7→ G0(s), przy ρ → 0+, wyznacza
charakterystyk¦ Nyquista ukªadu otwartego (4.16). Dla s ∈ CI′ mamy

G0(s)|s∈CI′
=

k(1 + ρejϕ)(3 + ρejϕ)
ρejϕ(2 + ρejϕ)(4 + ρ2ej2ϕ)

a zatem dla dostatecznie 'maªej' warto±ci promienia ρ > 0 obserwujemy, »e:

G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=0◦ ≈ 3k

8ρ
> 1

|G0(s)||s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ ≈ 3k

8ρ
> 1

arg G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ = −90◦ + arctan ρ > −90◦.

Z ostatniego wzoru wynika, »e dla s ∈ CI′ charakterystyka Nyquista
pozostaje w czwartej ¢wiartce pªaszczyzny zespolonej. Dla s ∈ CII′ zachodzi

G0(s)|s∈CII′
=

k(1 + jω)(3 + jω)
jω(2 + jω)(4− ω2)
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a zatem

arg G0(s)|s∈CII′
= −90◦ + arctanω + arctan

(ω

3

)
− arctan

(ω

2

)
< ϕ0

gdzie ϕ0 = −90◦ + arctan 2 + arctan(2/3) − arctan 1 = −37.875◦. Z kolei,
dla s ∈ CII′′ obowi¡zuj¡ zale»no±ci:

G0(s)|s∈CII′′
=

k(1 + j2 + ρejϕ)(3 + j2 + ρejϕ)
(j2 + ρejϕ)(2 + j2 + ρejϕ)(4 + (j2 + ρejϕ)2)

|G0(s)||s=j2+ρejϕ,ρ>0,ϕ=±90◦ ≈
k

16ρ

√
65
2

> 1

arg G0(s)|s=j2+ρejϕ,ρ>0,ϕ=−90◦

= −90◦ + arctan(2− ρ) + arctan
(

2−ρ
3

)
− arctan

(
2−ρ
2

)
< ϕ0

arg G0(s)|s=j2+ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦

= −90◦ + arctan(2 + ρ) + arctan
(

2+ρ
3

)
− arctan

(
2+ρ
2

)
− 180◦

> −180◦ + ϕ0.

Dla s ∈ CIII zachodzi lims→∞ |G0(s)| = 0. Na tej podstawie wykre±lo-
no charakterystyk¦ Nyquista dla s ∈ CI′ ∪ CII′ ∪ CII′′ ∪ CII′′′ ∪ CIII , s ∈
CIV ′ ∪ CIV ′′ ∪ CIV ′′′ ∪ CI′′ (linia przerywana) i pewnego ρ > 0 (rys. 4.8).

Rys. 4.8. Charakterystyka Nyquista transmitancji z biegunem w zerze oraz par¡
biegunów urojonych
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Jak widzimy, punkt kontrolny (−1, j0) jest okr¡»any dwukrotnie (N =
2). Poniewa» transmitancja G0(s) otwartego ukªadu nie posiada biegunów
w prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej (P = 0), zatem liczba takich biegunów
transmitancji ukªadu zamkni¦tego równa si¦ Z = N + P = 2.

Przykªad 4.1.9 Ukªad regulacji skªada si¦ z obiektu o transmitancji

Gp(s) =
1

T0s(1 + Ts)
, T > 0, T0 > 0

oraz szeregowo poª¡czonego regulatora PI opisanego transmitancj¡

Gc(s) = kc

(
1 +

1
Tis

)

obj¦tych jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym. Podaj warunek
stabilno±ci ukªadu zamkni¦tego. Wyznacz warto±ci nastaw kc oraz Ti regu-
latora, zapewniaj¡ce temu ukªadowi zapas fazy Mp = 50◦.

Rozwi¡zanie Równanie charakterystyczne ukªadu zamkni¦tego dane
jest wzorem k + kTis + s2 + Ts3 = 0, gdzie k = kc/(TiT0). Wystarczaj¡cy
warunek stabilno±ci zamkni¦tego ukªadu regulacji ma zatem posta¢ ukªadu
dwóch nierówno±ci: kc > 0 oraz Ti > T . Nierówno±¢ Ti > T wymaga pew-
nego komentarza. Rozwa»any stabilny ukªad regulacji jest ukªadem astatycz-
nym drugiego rz¦du � dobieraj¡c warto±¢ staªej caªkowania Ti regulatora PI,
nie mo»na zatem opiera¢ si¦ na zasadzie bezpo±redniej kompensacji ujem-
nego bieguna transmitancji obiektu poprzez odpowiednie zero transmitancji
tego regulatora. Oznaczaj¡c Ti = αT , gdzie α > 1, argument widmowej
transmitancji G0(jω) = Gc(jω)Gp(jω) ukªadu otwartego wyra»amy wzorem

arg G0(jω) = −180◦ + arctan(ωαT )− arctan(ωT ) (4.17)

= −180◦ + arctan
(

ωT (α− 1)
1 + αω2T 2

)
.

Niech ωmax b¦dzie tak¡ pulsacj¡ ω, dla której arg G0(jω) przyjmuje
maksymaln¡ warto±¢. Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem ω wyra»enie (4.17) oraz przy-
równuj¡c odpowiedni¡ pochodn¡ do zera, stwierdzamy, »e ωmax = ωmax(α) =
1/(T

√
α). Jak ªatwo sprawdzi¢, zachodzi

arg G0(jω)|ω=ωmax(α) = −180◦ + arctan
(

α− 1
2
√

α

)
. (4.18)
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Ustalaj¡c warto±¢ parametru α, wyznacza si¦ tym samym warto±¢ staªej
caªkowania Ti regulatora PI. Wzmocnienie kc = kc(α) tego regulatora do-
bra¢ mo»na w taki sposób, aby pulsacja ωmax(α) równaªa si¦ pulsacji odci¦-
cia amplitudowej charakterystyki ukªadu otwartego ωgc, okre±lonej wzorem
|G0(jωgc)| = 1. Z de�nicji pulsacji ωmax(α) wynika, »e dla danego α uzyskuje
si¦ w ten sposób maksymalny zapas fazy Mp rozwa»anego ukªadu regulacji
(por. wzór (4.18))

Mp = Mp(α) = arctan
(

α− 1
2
√

α

)
. (4.19)

Wzmocnienie regulatora PI oblicza si¦ zatem ze wzoru

kc(α) = T0ωmax(α) =
T0

T
√

α
. (4.20)

Kiedy zapas fazy Mp jest narzucony, odpowiadaj¡c¡ mu warto±¢ para-
metru α(Mp) otrzymuje si¦ po odwróceniu zale»no±ci (4.19). Prowadzi to do
stosownego kwadratowego równania, którego rozwi¡zanie okre±la wzór

α(Mp) = 1 + 2 tan2 Mp +
√

(1 + 2 tan2 Mp)2 − 1.

Asymptotyczne charakterystyki Bodego tak zaprojektowanego otwartego
ukªadu regulacji przedstawiono na rys. 4.9.

Rys. 4.9. Charakterystyki Bodego otwartego ukªadu regulacji
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Zakªadaj¡c, »e warto±ci nastaw regulatora PI przyj¦to zgodnie z for-
muªami kc(α) oraz Ti = αT , gdzie α > 1 jest swobodnym projektowym
parametrem, transmitancj¦ G(p), p = sT , zamkni¦tego ukªadu regulacji za-
pisa¢ mo»na wzorem

G(p) =
1 + αp

1 + αp + α
√

αp2 + α
√

αp3
.

Wªasno±ci ukªadu modelowanego tak¡ wzorcow¡ (prototypow¡) transmi-
tancj¡ trzeciego rz¦du (dla wybranych warto±ci zapasu fazy Mp) ilustruj¡
dane zawarte w tabeli 4.1 (dane te uzyskano na drodze komputerowej symu-
lacji).

Tabela 4.1. Wªasno±ci wzorcowego ukªadu trzeciego rz¦du

zapas fazy Mp 30◦ 40◦ 50◦ 60◦ 70◦

parametr α 3.0000 4.5989 7.5486 13.9282 32.1634
przeregulowanie κ% [%] 52.48 39.50 28.07 18.79 12.03
czas maksimum Tκ/T 5.041 6.188 8.091 12.058 22.195
czas ustalania Ts2%/T 19.010 17.467 19.621 36.100 73.860
czas ustalania Ts5%/T 13.525 11.311 16.960 28.007 50.649
pulsacja odci¦cia ωgcT [rad] 0.577 0.466 0.364 0.268 0.176
wska¹nik oscylacyjno±ci Mr 2.008 1.577 1.347 1.217 1.132
pulsacja rezonansowa ωrT [rad] 0.519 0.368 0.229 0.125 0.056

Powracaj¡c do warunków rozwa»anego przykªadu (Mp = 50◦), ze wzoru
(4.20) otrzymuje si¦ α = 7.5486. Wymagane warto±ci nastaw regulatora PI
to zatem: kc = 0.364T0/T oraz Ti = 7.549T .

Przykªad 4.1.10 Dany jest ukªad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 4.10, przy czym k = 5 oraz T = 0.2 s.

Rys. 4.10. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Traktuj¡c opó¹nienie T0 jako zmienn¡, znajd¹ zale»no±¢, która wi¡»e kry-
tyczn¡ ze wzgl¦du na stabilno±¢ warto±¢ T0max tej zmiennej z warto±ciami k
i T pozostaªych parametrów rozwa»anego ukªadu.
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Rozwi¡zanie Oznaczmy przez G0(jω) widmow¡ transmitancj¦ ukªadu
otwartego przy T0 = 0. Zachodzi zatem

G0(jω) =
k

ω
√

1 + ω2T 2
· e−j(π/2+arctan(ωT )). (4.21)

Niech ωgc b¦dzie pulsacj¡ odci¦cia amplitudowej charakterystyki tego
ukªadu � co oznacza, »e obowi¡zuje równo±¢ |G0(jωgc)| = 1. Na podstawie
wzoru (4.21) wnioskujemy, »e

ωgc =

√√
1+4k2T 2−1

2

T
.

Argument arg G0(jωgc) wyznaczamy ze wzoru

arg G0(jωgc) = −90◦ − arctan

√√
1 + 4k2T 2 − 1

2
. (4.22)

Krytyczn¡ warto±¢ opó¹nienia T0 obliczamy zatem zgodnie z formuª¡

T0max =
arg G0(jωgc) + π

ωgc

sk¡d � po uwzgl¦dnieniu (4.22) � uzyskujemy poszukiwan¡ zale»no±¢

T0max =
π
2 − arctan

√√
1+4k2T 2−1

2√√
1+4k2T 2−1

2

. (4.23)

Podstawiaj¡c we wzorze (4.23) warto±ci k = 5 oraz T = 0.2 s, otrzy-
mujemy T0max = 0.230 s, co oznacza, »e warunkiem stabilno±ci ukªadu jest
speªnienie nierówno±ci T0 < 0.230 s.

Przykªad 4.1.11 Na rys. 4.11 przedstawiono strukturalny schemat pew-
nego ukªadu sterowania k¡towym poªo»eniem waªu silnika pr¡du staªego.
Poszczególne elementy tego ukªadu opisane s¡ w nast¦puj¡cy sposób:

� silnik pr¡du staªego modelowany transmitancj¡

Gp(s) =
kp

s(1 + Tps)
, kp = 600 [stopie« ·V−1 · s−1], Tp = 0.120 s,

� czujnik poªo»enia waªu: ks = 0.06 [V · stopie«−1],
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� ukªad zadaj¡cy: kr = ks = 0.06 [V · stopie«−1],

� sterownik: regulator PID o transmitancji zªo»onej z szeregowego poª¡czenia
czªonu PI oraz 'rzeczywistego' czªonu PD

Gc(s) = kc

(
1 +

1
Tis

)
· 1 + Tds

1 + TDs
, TD ¿ Td.

Sygnaªy wyst¦puj¡ce na rys. 4.11 oznaczaj¡: r(t) � zadany k¡t obrotu, rv(t)
� napi¦ciowy sygnaª zadaj¡cy, ev(t) � napi¦ciowy sygnaª ró»nicowy, uv(t) �
napi¦ciowy sygnaª steruj¡cy, c(t) � sterowany k¡t obrotu, cv(t) � napi¦ciowy
sygnaª pomiarowy.

Rys. 4.11. Strukturalny schemat ukªad sterowania silnikiem pr¡du staªego

Opieraj¡c si¦ na wynikach przykªadu 4.1.9, nale»y dobra¢ warto±ci nastaw
kc, Ti, Td oraz TD, zapewniaj¡ce rozwa»anemu ukªadowi sterowania zapas
fazy Mp = 40◦ oraz czas ustalania odpowiedzi skokowej Ts5% ≤ 0.05 s.

Rozwi¡zanie Przyjmuj¡c sygnaª zadaj¡cy rv(t) jako wielko±¢ wej±cio-
w¡, za± sygnaª pomiarowy cv(t) � jako wielko±¢ wyj±ciow¡, otrzymuje si¦
schemat ukªadu zamkni¦tego dany na rys. 4.12.

Rys. 4.12. Przeksztaªcony schemat ukªadu sterowania silnikiem pr¡du staªego

Operatorow¡ transmitancj¦ odpowiedniego ukªadu otwartego okre±la wzór

G0(s) =
kckpks(1 + Tis)(1 + Tds)
Tis2(1 + Tps)(1 + TDs)

. (4.24)
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W przykªadzie 4.1.9 rozpatrzono sparametryzowan¡ rodzin¦ wzorcowych
operatorowych transmitancji ukªadu zamkni¦tego trzeciego rz¦du

Ḡ(s) =
1 + Tαs

1 + Tαs + T 2α
√

αs2 + T 3α
√

αs3
(4.25)

w której warto±¢ parametru α wynika z zadanego zapasu fazy Mp

α(Mp) = 1 + 2 tan2 Mp +
√

(1 + 2 tan2 Mp)2 − 1

za± parametr T wyznacza skal¦ czasu procesów przej±ciowych w tym ukªadzie.
Dla zadanego zapasu fazy Mp = 40◦ otrzymujemy zatem (por. tabela 4.1)
α = 4.5989 oraz Ts5% = 11.311T , co prowadzi do T = Ts5%/11.311 =
0.00442 s. Transmitancji (4.25) odpowiada nast¦puj¡ca wzorcowa transmi-
tancja otwartego ukªadu sterowania z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem
zwrotnym

Ḡ0(s) =
1 + Tαs

α
√

α(Ts)2(1 + Ts)
. (4.26)

Porównuj¡c wzory (4.24) oraz (4.26), dochodzimy do wniosku, »e »¡dan¡
posta¢ (4.26) transmitancji ukªadu otwartego uzyskamy, przyjmuj¡c nast¦-
puj¡ce warto±ci nastaw regulatora PID :

kc =
1

kpksT
√

α
, Ti = αT, Td = Tp oraz TD = T.

Dla postawionych wymagania« otrzymujemy zatem: kc = 2.9302, Ti =
0.02033 s, Td = 0.120 s oraz TD = 0.00442 s. Jak ªatwo zauwa»y¢, powy»sze
rozwi¡zanie nie jest rozwi¡zaniem jedynym � »¡dan¡ transmitancj¦ (4.26)
zapewniaj¡ tak»e nastawy regulatora PID dobrane przy wykorzystaniu na-
st¦puj¡cych reguª:

kc =
Tp

kpksT 2α
√

α
, Ti = Tp, Td = αT oraz TD = T.

Prowadzi to do alternatywnego zbioru nastaw regulatora: kc = 17.297,
Ti = 0.120 s, Td = 0.02033 s oraz TD = 0.00442 s. Drugie rozwi¡zanie,
dla którego speªnione jest nierówno±ciowe ograniczenie Ti > Td, obowi¡zu-
j¡ce niekiedy w praktycznych implementacjach regulatorów PID, wymaga
jednak zastosowania regulatora o wi¦kszym wzmocnieniu.
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Przykªad 4.1.12 Dany jest ukªad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 4.13. Operatorowe transmitancje Gp(s), Gc(s) oraz Gs(s) modeluj¡
tu zachowanie odpowiednio: obiektu regulacji, regulatora oraz czujnika po-
miarowego. Zachodzi przy tym:

Gp(s) =
1

(2− s)(3 + s)
, Gc(s) =

2− s

1 + s
oraz Gs(s) =

1
1 + s

. (4.27)

Sygnaªy dochodz¡ce do sumacyjnych w¦zªów tego schematu oznaczaj¡:
c(t) � sygnaª wielko±ci regulowanej, r(t) � sygnaª wielko±ci zadaj¡cej, u(t) �
sygnaª steruj¡cy, m(t) � sygnaª pomiarowy, d(t) � zakªócenie oddziaªuj¡ce
na wej±cie regulowanego obiektu oraz n(t) � szum pomiarowy.

Rys. 4.13. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Zbadaj, czy rozwa»any zamkni¦ty ukªad regulacji jest dobrze okre±lony
oraz wewn¦trznie (totalnie) stabilny.

Rozwi¡zanie Oznaczmy przez Y1(s), Y2(s) oraz Y3(s) transformaty
sygnaªów wychodz¡cych z odpowiednich sumacyjnych w¦zªów rozwa»anego
schematu. Zgodnie z rys. 4.13 mamy zatem:

Y1(s) = R(s)−M(s) = R(s)−Gs(s)Y3(s)
Y2(s) = D(s) + U(s) = D(s) + Gc(s)Y1(s)
Y3(s) = N(s) + C(s) = N(s) + Gp(s)Y2(s).

Zapisuj¡c powy»sze wzory w macierzowej postaci, otrzymujemy




1 0 Gs(s)
−Gc(s) 1 0

0 −Gp(s) 1







Y1(s)
Y2(s)
Y3(s)


 =




R(s)
D(s)
N(s)


 . (4.28)



122ROZDZIA� 4. BADANIE STABILNO�CI I OCENA DOK�ADNO�CI

Aby ukªad zamkni¦ty byª dobrze okre±lony, musz¡ istnie¢ wszystkie trans-
mitancje zde�niowane dla trójki zewn¦trznych sygnaªów (R(s), D(s), N(s))
oraz trójki wyró»nionych wewn¦trznych sygnaªów (Y1(s), Y2(s), Y3(s)) tego
ukªadu. Warunek dobrej okre±lono±ci rozpatrywanego ukªadu sformuªowa¢
mo»na zatem w postaci wymagania, aby wyznacznik 1 + Gp(s)Gc(s)Gs(s)
macierzy wyst¦puj¡cej we wzorze (4.28) nie równaª si¦ to»samo±ciowo zeru.
Je»eli warunek ten jest speªniony, odpowiednie operatorowe macierze istniej¡
i mo»na je wyznaczy¢ na podstawie wzoru




Y1(s)
Y2(s)
Y3(s)


 =




1 0 Gs(s)
−Gc(s) 1 0

0 −Gp(s) 1



−1 


R(s)
D(s)
N(s)




=




Gry1(s) Gdy1(s) Gny1(s)
Gry2(s) Gdy2(s) Gny2(s)
Gry3(s) Gdy3(s) Gny3(s)







R(s)
D(s)
N(s)




=
1

1 + Gp(s)Gc(s)Gs(s)

24 1 −Gp(s)Gs(s) −Gs(s)
Gc(s) 1 −Gc(s)Gs(s)

Gp(s)Gc(s) Gp(s) 1

3524 R(s)
D(s)
N(s)

35 .

(4.29)

Gdy transmitancje Gp(s), Gc(s) oraz Gs(s) s¡ wªa±ciwymi funkcjami wy-
miernymi zmiennej zespolonej s, warunek dobrej okre±lono±ci ukªadu zam-
kni¦tego rozszerza si¦ o wymaganie, aby wszystkie elementy macierzy odwrot-
nej, wyst¦puj¡cej we wzorze (4.29), byªy tak»e wªa±ciwymi funkcjami wy-
miernymi zmiennej s. Jak ªatwo pokaza¢, konieczny i wystarczaj¡cy warunek
tak zde�niowanej dobrej okre±lono±ci rozwa»anego ukªadu przyjmuje posta¢
»adania, aby wyznacznik 1 + Gp(s)Gc(s)Gs(s) nie byª ±ci±le wªa±ciw¡ wy-
miern¡ funkcj¡ zmiennej zespolonej s, co zapisujemy jako

Gp(s)Gc(s)Gs(s)|s→∞ 6= −1.

Badany zamkni¦ty kªad regulacji jest wewn¦trznie stabilny, gdy »adna
z dziewi¦ciu transmitancji, stanowi¡cych elementy odwrotnej macierzy ze
wzoru (4.29), nie posiada biegunów w prawej domkni¦tej póªpªaszczy¹nie
pªaszczyzny zespolonej. Konieczny i wystarczaj¡cy warunek wewn¦trznej
stabilno±ci tego ukªadu sformuªowa¢ mo»na w postaci nast¦puj¡cego pod-
wójnego wymagania:

� wyznacznik 1 + Gp(s)Gc(s)Gs(s) nie posiada zer w prawej domkni¦tej
póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej,
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� w iloczynie Gp(s)Gc(s)Gs(s) nie wyst¦puj¡ skre±lenia w parach zªo»onych
z zera i bieguna z prawej domkni¦tej póªpªaszczyzny zespolonej.

W przypadku operatorowych transmitancji (4.27) mamy

1 + Gp(s)Gc(s)Gs(s) =
4 + 7s + 5s2 + s3

(1 + s)2(3 + s)

=
(3.20557 + s)(0.6654572 + (0.897215 + s)2)

(1 + s)2(3 + s)
.

Na tej podstawie stwierdzamy, »e rozwa»any ukªad regulacji, b¦d¡c ukªa-
dem dobrze okre±lonym, nie speªnia jednak warunku wewn¦trznej stabilno±ci:
w iloczynie Gc(s)Gp(s) wyst¦puje bowiem niedozwolone skre±lenie w parze
zªo»onej z bieguna p = 2 transmitancji obiektu regulacji oraz zera z = 2
transmitancji regulatora. Transmitancje odpowiednich torów sygnaªowych
maj¡ posta¢:

Gry1(s) =
(1 + s)2(3 + s)

4 + 7s + 5s2 + s3
, Gdy1(s) =

1 + s

(2− s)(4 + 7s + 5s2 + s3)

Gny1(s) =
−(1 + s)(3 + s)

4 + 7s + 5s2 + s3
, Gry2(s) =

(2− s)(1 + s)(3 + s)
4 + 7s + 5s2 + s3

Gdy2(s) =
(1 + s)2(3 + s)

4 + 7s + 5s2 + s3
, Gny2(s) =

(−2 + s)(3 + s)
4 + 7s + 5s2 + s3

Gry3(s) =
1 + s

4 + 7s + 5s2 + s3
, Gdy3(s) =

(1 + s)2

(2− s)(4 + 7s + 5s2 + s3)

Gny3(s) =
(1 + s)2(3 + s)

4 + 7s + 5s2 + s3
.

Powy»sze wyniki potwierdzaj¡ tez¦ o braku wewn¦trznej stabilno±ci u-
kªadu zamkni¦tego. Jak widzimy, Gdy1(s) 6∈ RH∞ oraz Gdy3(s) 6∈ RH∞
(transmitancje te posiadaj¡ bowiem dodatni biegun p = 2). Rozwa»any
ukªad rozpatrywany ze wzgl¦du na wpªyw zadaj¡cego sygnaªu R(s) oraz po-
miarowego szumu N(s) na regulowan¡ wielko±¢ C(s) jest ukªadem stabilnym
w sensie BIBO, co ªatwo sprawdzi¢, wyznaczaj¡c odpowiednie transmitancje:

Grc(s) =
C(s)
R(s)

= Gry2(s)Gp(s) =
1 + s

4 + 7s + 5s2 + s3

Gnc(s) =
C(s)
N(s)

= Gny2(s)Gp(s) =
−1

4 + 7s + 5s2 + s3
.
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Zadanie 4.1.1 Dane jest równanie

100 + 225s + 186s2 + 74s3 + 14s4 + s5 = 0.

Korzystaj¡c z kryterium Routha-Hurwitza, okre±l liczb¦ pierwiastków
tego równania o cz¦±ci rzeczywistej wi¦kszej od −3.

Wskazówka: nale»y dokona¢ postawienia s = p− 3, a nast¦pnie zastoso-
wa¢ kryterium Routha-Hurwitza w stosunku do tak uzyskanego wielomianu
zmiennej zespolonej p.

Odpowied¹ Równanie to ma trzy pierwiastki o cz¦±ci rzeczywistej
wi¦kszej ni» −3.

Zadanie 4.1.2 Dane jest równanie charakterystyczne pewnego ukªadu dy-
namicznego:

a) 130 + 77s + 26s2 + 6s3 + s5 = 0,

b) −36− 13s2 + 9s3 + 26s4 + 10s5 + 3s6 + s7 = 0,

c) 50 + 25s + 12s2 + 6s3 + 2s4 + s5 = 0,

d) −12− 4s− 9s2 − 3s3 + 3s4 + s5 = 0,

e) s2 + 3s3 + 4s4 + 4s5 + 3s6 + s7 = 0.

Konstruuj¡c odpowiedni¡ tablic¦ Routha, okre±l liczb¦ pierwiastków tego
równania, le»¡cych w prawej domkni¦tej póªpªaszczy¹nie zespolonej.

Odpowied¹
a) Rozwa»ane równanie ma dwa pierwiastki le»¡ce w prawej póªpªaszczy¹nie

zaspolonej.

b) Równanie to ma jeden pierwiastek le»¡cy w prawej póªpªaszczy¹nie pªa-
szczyzny zespolonej oraz dwie pary urojonych pierwiastków zespolonych
sprz¦»onych o zerowych cz¦±ciach rzeczywistych.

c) Ten ukªad dynamiczny jest ukªadem niestabilnym: dwa pierwiastki rów-
nania charakterystycznego le»¡ w prawej póªpªaszczy¹nie.

d) Rozwa»any ukªad dynamiczny jest ukªadem niestabilnym: jego równanie
charakterystyczne ma jeden pierwiastek le»¡cy w prawej póªpªaszczy¹-
nie oraz par¦ urojonych pierwiastków sprz¦»onych zespolonych.
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e) Wspóªczynniki równania przy dwóch najni»szych pot¦gach zespolonej
zmiennej s maj¡ warto±¢ zero. Oznacza to, »e równanie to posiada po-
dwójny pierwiastek w zerze. Kryterium Routha-Hurwitza nale»y zatem
stosowa¢ do zredukowanego równania charakterystycznego o postaci
1 + 3s + 4s2 + 4s3 + 3s4 + s5 = 0. Tak post¦puj¡c, stwierdzono, »e
badane równanie posiada ponadto dwa pierwiastki urojone.

Zadanie 4.1.3 Stosuj¡c kryterium Hurwitza, zbadaj stabilno±¢ ukªadu dy-
namicznego, którego wielomian charakterystyczny ma posta¢

W (s) = 2 + 4s + s2 + s3 + s4.

Odpowied¹ Po wyznaczeniu macierzy Hurwitza H4, wªa±ciwej dla tego
przypadku (wzór (4.5)), stwierdzamy, »e minory gªówne tej macierzy maj¡
warto±¢, odpowiednio: ∆1 = 1, ∆2 = −3, ∆3 = −14 oraz ∆4 = −28.
Wielomian W (s) posiada zatem dwa pierwiastki w prawej póªpªaszczy¹nie
zmiennej zespolonej s. Ukªad jest wi¦c niestabilny.

Zadanie 4.1.4 Dany jest ukªad regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦-
»eniem zwrotnym, zªo»ony z obiektu o transmitancji

Gp(s) =
1

(1 + T1s)(1 + T2s)
, T1 = 2 s, T2 = 8 s

oraz regulatora PI opisanego transmitancj¡

Gc(s) = kc

(
1 +

1
Tis

)
. (4.30)

Posªuguj¡c si¦ kryterium Routha, wyznacz taki obszar na pªaszczy¹nie
nastaw (kc, Ti) regulatora, któremu odpowiada stabilny ukªad zamkni¦ty.

Odpowied¹ Warunki stabilno±ci ukªadu zamkni¦tego

kc > 0 oraz Ti >
T1T2

T1 + T2
· kc

1 + kc
=

8
5
· kc

1 + kc
.

Zadanie 4.1.5 W ukªadzie regulacji wielko±ci wyj±ciowej obiektu o trans-
mitancji

Gp(s) =
1

s(1 + T1s)(1 + T2s)
, T1 = 2 s, T2 = 8 s
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zastosowano jednostkowe ujemne sprz¦»enie zwrotne oraz regulator PI o
transmitancji Gc(s) danej wzorem (4.30). Posªuguj¡c si¦ kryterium Routha,
okre±l warunki, jakie musz¡ speªnia¢ nastawy kc oraz Ti tego regulatora, aby
zamkni¦ty ukªad regulacji byª ukªadem stabilnym.

Odpowied¹ Warunki stabilno±ci zamkni¦tego ukªadu regulacji maj¡
posta¢ nierówno±ci

0 < kc <
T1 + T2

T1T2
=

5
8

oraz Ti >
(T1 + T2)2

T1 + T2 − kcT1T2
=

50
5− 8kc

.

Zadanie 4.1.6 Tor gªówny pewnego prostego ukªadu regulacji z ujemnym
jednostkowym sprz¦»eniem zwrotnym opisany jest transmitancj¡

G0(s) =
k

s(1 + Ts)2
.

Stosuj¡c kryterium Hurwitza, wyznacz obszar stabilno±ci tego ukªadu na
pªaszczy¹nie (k, T ) jego parametrów.

Odpowied¹ Minory gªówne odpowiedniej macierzy Hurwitza H3 (zob.
wzór (4.5)) przyjmuj¡ warto±ci: ∆1 = 2/T , ∆2 = 2/T 3 − k/T 2 oraz ∆3 =
2k/T 5 − k2/T 4. Ukªad zamkni¦ty b¦dzie zatem stabilny, gdy T > 0, k > 0
oraz kT < 2.

Zadanie 4.1.7 Strukturalny schemat ukªadu regulacji ma posta¢ jak na
rys. 4.14. Buduj¡c odpowiedni¡ tablic¦ Routha, wyznacz krytyczn¡ warto±¢
k̄ wzmocnienia ukªadu otwartego k = k1k2k3, k1, k2, k3 > 0, przy której
zamkni¦ty ukªad osi¡ga granic¦ stabilno±ci. W przypadku jakich staªych
czasowych T1, T2 i T3 owa warto±¢ osi¡ga minimum?

Rys. 4.14. Strukturalny schemat ukªadu regulacji
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Odpowied¹ Krytyczne wzmocnienie ukªadu otwartego wynosi

k̄ =
T1

T2
+

T2

T1
+

T1

T3
+

T3

T1
+

T2

T3
+

T3

T2
+ 2.

Tak wi¦c wzmocnienie to nie zale»y od bezwzgl¦dnych warto±ci staªych cza-
sowych T1, T2 oraz T3, ale od stosunku tych staªych. �atwo stwierdzi¢, »e k̄
osi¡ga minimum k̄min = 8 przy T1 = T2 = T3.

Zadanie 4.1.8 Dana jest transmitancja toru gªównego pewnego ukªadu
regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym

G0 =
k

(1 + s)3
, k > 0.

Korzystaj¡c z kryterium Hurwitza, podaj warunek, który musi speªnia¢
parametr k tej transmitancji, aby rozwa»any ukªad zamkniety byª stabilny.

Odpowied¹ Minory gªówne macierzy Hurwitza H3, stosownej dla tego
przypadku (zob. wzór (4.5)), przyjmuj¡ warto±ci: ∆1 = 3, ∆2 = 8− k oraz
∆3 = (1 + k)(8 − k). Ukªad zamkni¦ty b¦dzie zatem stabilny przy k <
8. Porównaj ten wynik z wnioskami pªyn¡cymi z rozwi¡zania poprzedniego
zadania 4.1.7 oraz nast¦pnego zadania 4.1.9.

Zadanie 4.1.9 Obiekt dynamiczny o transmitancji danej wzorem

Gp(s) =
kp

(1 + Ts)n
, kp > 0, T > 0, n ≥ 3 (4.31)

jest sterowany w ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym
za po±rednictwem regulatora o wzmocnieniu kc > 0. Podaj warunek stabil-
no±ci ukªadu zamkni¦tego.

Odpowied¹ Badany ukªad jest stabilny w sensie BIBO przy

kc <

(
1 + tan2

(
π
n

))n
2

kp
=

1
kp cosn

(
π
n

) .
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Zadanie 4.1.10 Dynamiczny obiekt o operatorowej transmitancji

Gp(s) =
kp

s(1 + T1s)(1 + T2s)
, T1, T2 > 0

jest sterowany w zamkni¦tym ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»e-
niem zwrotnym za pomoc¡ regulatora PD o transmitancji Gc(s) = 1 + Tds.
Posªuguj¡c si¦ algebraicznym kryterium stabilno±ci, okre±l, jak nale»y do-
biera¢ warto±¢ staªej czasowej Td tego regulatora, by zamkni¦ty ukªad byª
stabilny w sensie BIBO dla dowolnej dodatniej warto±ci parametru kp.

Odpowied¹ Ukªad zamkni¦ty jest stabilny przy

Td ≥ T1T2

T1 + T2
>

T1T2

T1 + T2
− 1

kp
.

Zadanie 4.1.11 Ukªad regulacji ma struktur¦ jak na rys. 4.15, przy czym
warto±ci parametrów kc, kp, Td oraz Tp s¡ dodatnie.

Rys. 4.15. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Powi¦kszanie warto±ci parametru kc regulatora prowadzi do wzrostu przy-
spieszeniowego wzmocnienia tego ukªadu. Jaka jest graniczna z uwagi na sta-
bilno±¢ warto±¢ tego parametru, przy zaªo»eniu, »e powy»szy liniowy model
obowi¡zuje bez ogranicze«?

Odpowied¹ Warunek stabilno±ci ma posta¢ Td > Tp, Stabilno±¢ roz-
wa»anego ukªadu nie zale»y od warto±ci iloczynu kckp.

Zadanie 4.1.12 Ukªad regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem
zwrotnym skªada si¦ z dwuinercyjnego obiektu o transmitancji

Gp(s) =
1

(1 + s)(1 + 2s)

oraz regulatora I o transmitancji Gc(s) = 1/s. Wykorzystuj¡c charak-
terystyk¦ Nyquista ukªadu otwartego, sprawd¹, czy ukªad zamkni¦ty jest
ukªadem stabilnym w sensie BIBO. W przypadku pozytywnej odpowiedzi,
okre±l warto±ci zapasów wzmocnienia oraz fazy tego ukªadu.
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Odpowied¹ Charakterystyka Nyquista ukªadu otwartego o transmi-
tancji G0(s) = Gp(s)Gc(s) dana jest na rys. 4.16. Zamkni¦ty ukªad jest sta-
bilny z zapasem wzmocnienia Mg = 3.52 dB oraz zapasem fazy Mp = 11.52◦.
Pulsacje odci¦cia amplitudowej oraz fazowej charakterystyki transmitancji
G0(s) wynosz¡ odpowiednio: ωgc = 0.5716 rad·s−1 oraz ωpc = 1/

√
2 rad·s−1.

Rys. 4.16. Charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu regulacji

Zadanie 4.1.13 Transmitancja

G0(s) = k · (a + s)(b + s)
s2(c + s)

opisuje otwarty ukªad regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrot-
nym. Parametry a, b oraz c tej transmitancji przyjmuj¡ warto±ci: a = ±1,
b = ±3 oraz c = ±2. Dla wszystkich mo»liwych trójek (a, b, c) rozwa»anych
parametrów wyznacz przedziaª warto±ci k, dopuszczalnych ze wzgl¦du na
stabilno±¢ zamkni¦tego ukªadu regulacji.

Odpowied¹ Przyjmijmy standardowe oznaczenia: P � liczba biegunów
transmitancji G0(s) le»¡cych w otwartej prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny
zespolonej, N � liczba okre±laj¡ca, ile razy charakterystyka Nyquista okr¡»a
zgodnie z ruchem wskazówek zegara punkt (−1, j0) dla pulsacji ω zmienia-
j¡cej si¦ od −∞ do +∞, za± Z oznacza liczb¦ biegunów transmitancji zam-
kni¦tego ukªadu, le»¡cych w otwartej prawej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny
zespolonej. Analizuj¡c odpowiednie charakterystyki Nyquista uzyskano na-
st¦puj¡ce wnioski, dotycz¡ce stabilno±ci ukªadu zamkni¦tego:
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(1, 3, 2) : P = 0, dla k < 0 mamy N = 1, zatem Z = 1,
dla k > 0 mamy N = 0, zatem Z = 0;

(−1, 3, 2) : P = 0, dla k < 0 mamy N = 2, zatem Z = 2,
dla k > 0 mamy N = 1, zatem Z = 1;

(1,−3, 2) : P = 0, dla k < −0.5 mamy N = 2, zatem Z = 2,
dla − 0.5 < k < 0 mamy N = 0, zatem Z = 0

(ωpc = 1 rad · s−1),
dla k > 0 mamy N = 1, zatem Z = 1;

(−1,−3, 2) : P = 0, dla k < −2.75 mamy N = 3, zatem Z = 3,
dla − 2.75 < k < 0 mamy N = 1, zatem Z = 1,
dla k > 0 mamy N = 2, zatem Z = 2;

(1, 3,−2) : P = 1, dla k < 0 mamy N = 0, zatem Z = 1,
dla 0 < k < 2.75 mamy N = 1, zatem Z = 2,
dla k > 2.75 mamy N = −1, zatem Z = 0

(ωpc =
√

11 rad · s−1);
(1,−3,−2) : P = 1, dla k < 0 mamy N = 1, zatem Z = 2,

dla k > 0 mamy N = 0, zatem Z = 1;
(−1, 3,−2) : P = 1, dla k < 0 mamy N = 1, zatem Z = 2,

dla 0 < k < 0.5 mamy N = 2, zatem Z = 3,
dla k > 0.5 mamy N = 0, zatem Z = 1;

(−1,−3,−2) : P = 1, dla k < 0 mamy N = 2, zatem Z = 3,
dla k > 0 mamy N = 1, zatem Z = 2.

Zadanie 4.1.14 Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista ukªadu otwartego opi-
sanego transmitancj¡

G0(s) = k · 24 + 10s + s2

15− 8s + s2
, k = 1.

Sprawd¹, czy ukªad zamkni¦ty z ujemnym jednostkowym sprz¦»eniem
zwrotnym jest ukªadem stabilnym.

Odpowied¹ Charakterystyk¦ Nyquista otwartego ukªadu przedstawio-
no na rys. 4.17. Zamkni¦ty ukªad jest stabilny (P = 2, N = −2). Krytyczna
warto±¢ wzmocnienia k, przy której zamkni¦ty ukªad znajduje si¦ na granicy
stabilno±ci, wynosi k̄ = 0.8 < 1. Zapas wzmocnienia tego ukªadu wynosi
zatem M−

g = 1.938 dB. Pulsacja odci¦cia fazowej charakterystyki transmi-
tancji G0(s) ma warto±¢ ω−pc = 4.3589 rad · s−1.
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Rys. 4.17. Charakterystyka Nyquista

Zadanie 4.1.15 Transmitancja otwartego ukªadu z jednostkowym ujem-
nym sprz¦»eniem zwrotnym dana jest wzorem

G0(s) =
60

(−2 + s)(5 + s)2
.

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista tej transmitancji. Wyznacz zapas sta-
bilno±ci odpowiedniego ukªadu zamkni¦tego.

Odpowied¹ Charakterystyk¦ Nyquista transmitancji G0(s) przedsta-
wiono na rys. 4.18. Zamkni¦ty ukªad jest stabilny, zachowuj¡c nast¦pu-
j¡ce zapasy stabilno±ci: M+

g = 3.5212 dB, M−
g = 1.5836 dB oraz Mp = 4◦.

Pulsacje odci¦cia cz¡stotliwo±ciowych charakterystyk tego ukªadu wynosz¡:
ω+

pc = 2.236 rad · s−1, ω−pc = 0 rad · s−1 oraz ωgc = 1.11 rad · s−1.

Rys. 4.18. Charakterystyka Nyquista
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Zadanie 4.1.16 Operatorowa transmitancja niestabilnego dynamicznego
obiektu dana jest wzorem

Gp(s) =
(2 + s)(1 + s)2

(3 + s)2(4 + s)(6 + s)(1− s + s2)
.

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista tej transmitancji, a nast¦pnie oszacuj
stabilno±¢ zamkni¦tego ukªadu regulacji, w którym zastosowano proporcjo-
nalny regulator o wzmocnieniu odpowiednio k = 160 oraz k = 800 przy
jednostkowym ujemnym sprz¦»eniu zwrotnym.

Odpowied¹ Charakterystyki Nyquista transmitancji G0(s) = k ·Gp(s)
przedstawiono na rys. 4.19a,b. Na tej podstawie ªatwo jest stwierdzi¢, »e
regulator o wzmocnieniu k = 160 prowadzi do stabilnego zamkni¦tego ukªadu
regulacji. Zapas stabilno±ci tego ukªadu wynosi: M+

g = 6.737 dB, M−
g =

7.972 dB oraz Mp = 22.9◦, za± odpowiednie pulsacje odci¦cia maj¡ warto±¢:
ω+

pc = 5.449 rad · s−1, ω−pc = 1.316 rad · s−1 oraz ωgc = 3.292 rad · s−1.

Rys. 4.19. Charakterystyki Nyquista niestabilnego otwartego ukªadu regulacji z
proporcjonalnym regulatorem o wzmocnieniu k: a) k = 160 (stabilny ukªad zamkni¦ty),

b) k = 800 (niestabilny ukªad zamkni¦ty)

Zadanie 4.1.17 Transmitancja otwartego ukªadu regulacji z jednostkowym
ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym dana jest wzorem

G0(s) = k · (2 + s)2(4 + s)
(−3 + s)(−1 + s)(1 + s)(3 + s)

, k = 10.

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista tej transmitancji oraz wyznacz zapas
stabilno±ci ukªadu zamkni¦tego.
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Odpowied¹ Zapasy stabilno±ci wynosz¡: M−
g = 7.475 dB oraz Mp =

46.28◦. Odpowiednie pulsacje odci¦cia transmitancji G0(s) maj¡ warto±¢:
ω−pc = 4.472 rad · s−1 oraz ωgc = 10.1695 rad · s−1 (rys. 4.20)

Rys. 4.20. Charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu regulacji

Zadanie 4.1.18 Czy obiekt o transmitancji

Gp(s) =
4 + s

(−3 + s)(−1 + s)(2 + s)

mo»e by¢ efektywnie sterowany za pomoc¡ proporcjonalnego regulatora w
ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym?

Odpowied¹ Charakterystyk¦ Nyquista transmitancji Gp(s) pokazano
na rys. 4.21. Jak widzimy, regulator typu P nie mo»e by¢ tu stosowany.

Rys. 4.21. Charakterystyka Nyquista
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Zadanie 4.1.19 Regulator typu P steruje obiektem o transmitancji

Gp(s) =
(1 + s)(2 + s)(3 + s)

(−1 + s)(−2 + s)(−3 + s)(−4 + s)

w zamkni¦tym ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym.
Uzasadnij, »e odpowiednio nastawiony regulator wystarcza do ustabilizowa-
nia takiego ukªadu.

Odpowied¹ Regulator o wzmocnieniu k > 10.6878 stabilizuje ukªad.
Charakterystyki Nyquista transmitancji G0(s) = k ·Gp(s) ukªadu otwartego,
odpowiadaj¡ce przykªadowym warto±ciom wzmocnienia k, przedstawiono na
rys. 4.22a,b. Rysunki te dotycz¡ odpowiednio: stabilnego ukªadu zam-
kni¦tego (k = 30, M−

g = 17.28 dB, Mp = 59.26◦, ω−pc = 0.9094 rad · s−1,
ωgc = 29.732 rad · s−1) oraz ukªadu niestabilnego (k = 5).

Rys. 4.22. Charakterystyki Nyquista niestabilnego otwartego ukªadu regulacji z
proporcjonalnym regulatorem o wzmocnieniu k: a) k = 30 (stabilny ukªad zamkni¦ty),

b) k = 5 (niestabilny ukªad zamkni¦ty)

Zadanie 4.1.20 Obiekt o operatorowej transmitancji

Gp(s) =
kp

(1 + T1s)(1 + T2s)
, kp = 15, T1 = 1 s, T2 = 2 s

oraz caªkuj¡cy regulator Gc(s) = 1/(Tis), gdzie Ti = 8 s, poª¡czone s¡ w
ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym. Sprawd¹, stosu-
j¡c kryterium Nyquista, czy ten ukªad jest ukªadem stabilnym. Jaka powinna
by¢ warto±¢ staªej caªkowania Ti, aby ukªad charakteryzowaª si¦ zapasem
wzmocnienia Mg = 10dB? Jaki b¦dzie zapas fazy Mp takiego ukªadu?
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Odpowied¹ Zamkni¦ty ukªad jest niestabilny, zachodzi bowiem ReG0

(jωpc) = −1.25 < −1 oraz Im G0(jωpc) = 0, gdzie G0(s) = Gc(s)Gp(s)
oznacza transmitancj¦ ukªadu otwartego, za± ωpc = 1/

√
T1T2 = 1/

√
2 rad ·

s−1 jest pulsacj¡ odci¦cia fazowej charakterystyki tej transmitancji. �¡dany
zapas wmocnienia uzyskamy, kªad¡c

Ti = 10Mg/20 · kp(T1 + T2)
(1 + ω2

pcT
2
1 )(1 + ω2

pcT
2
2 )

= 31.623 s.

Zapas fazy Mp = 34.26◦ wyznaczono ze wzoru Mp = 90◦−arctan(ωgcT1)−
arctan(ωgcT2), w którym przyj¦to ωgc = 0.3615 rad · s−1.

Zadanie 4.1.21 Niech

G0(s) = k · e−T0s

(1 + Ts)n
, k = 6, T = 0.15 s, n = 3

oznacza transmitancj¦ otwartego ukªadu regulacji. Wyznacz krytyczn¡ war-
to±¢ czasu opó¹nienia T0, dla której zamkni¦ty ukªad z jednostkowym ujem-
nym sprz¦»eniem zwrotnym znajduje si¦ na granicy stabilno±ci.

Odpowied¹ Krytyczne opó¹nienie wynosi

T0max =
π − n · arctan

√
k2/n − 1√

k2/n − 1
· T = 0.01754 s.

Zadanie 4.1.22 Czy ukªad o strukturalnym schemacie danym na rys. 4.23
jest dobrze okre±lony oraz wewn¦trznie stabilny?

Rys. 4.23. Strukturalny schemat ukªadu regulacji



136ROZDZIA� 4. BADANIE STABILNO�CI I OCENA DOK�ADNO�CI

Rozwa» nast¦puj¡ce przypadki transmitancji obiektu Gp(s), regulatora
Gc1(s) w gªównym torze regulacji oraz korektora Gc2(s) w torze sprz¦»enia
zwrotnego:

a) Gp(s) =
1

−3 + s
, Gc1(s) =

−3 + s

2 + s
, Gc2(s) = 1

b) Gp(s) =
s

2 + s
, Gc1(s) =

−(2 + s)
1 + s

, Gc2(s) =
4 + s

3 + s

c) Gp(s) =
1

s(−2 + s)(3 + s)
, Gc1(s) =

−2 + s

1 + s
, Gc2(s) =

1 + 0.5s

1 + 2s

d) Gp(s) =
5 + s

1 + s
, Gc1(s) =

2 + s

3 + s
, Gc2(s) =

2− s

2 + s

e) Gp(s) =
1

−1 + s2
, Gc1(s) =

−1 + s

1 + s
, Gc2(s) = 1.

Odpowied¹ W przypadkach a), c) oraz e) ukªad jest dobrze okre±lony
oraz wewn¦trznie niestabilny. W przypadkach b) oraz d) ukªad, b¦d¡c
wewn¦trznie stabilnym, nie jest ukªadem dobrze okre±lonym.

Zadanie 4.1.23 Sprawd¹, czy ukªad regulacji o strukturalnym schemacie
przedstawionym na rys. 4.24 jest ukªadem wewn¦trznie stabilnym.

Rys. 4.24. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Transmitancje Gc(s) oraz Gp(s) maj¡ posta¢

Gc(s) =
4 + s

s
oraz Gp(s) =

s

2 + s
.

Odpowied¹ Rozwa»any ukªad nie jest wewn¦trznie stabilny.
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Zadanie 4.1.24 Obiekt o transmitancji danej wzorem (4.31) jest sterowany
w ukªadzie z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym za pomoc¡ pro-
porcjonalnego regulatora o wzmocnieniu kc. Wzmocnienie obiektu kp = 1.
a) Przyjmuj¡c kc = 1, wyznacz zapas wzmocnienia Mg ukªadu zamkni¦tego.

Co mo»na powiedzie¢ o zapasie fazy Mp tego ukªadu?

b) Nastaw¦ kc regulatora dobrano w taki sposób, aby zapas wzmocnienia
ukªadu zamkni¦tego równaª si¦ Mg = 6dB. Jak jest zapas fazy Mp

ukªadu zamkni¦tego?

Odpowied¹
a) Zapas wzmocnienia ma warto±¢

Mg(n) = −20n · log10

(
cos

(π

n

))
[dB].

Zapas fazy wynosi Mp = 180◦. Zauwa»my, »e limn→∞Mg(n) = 0.

b) Mamy
kc =

1
2 cosn

(
π
n

)

Zapas fazy ma warto±¢

Mp = π − n · arctan

√
1

22/n cos2(π/n)
− 1, 3 ≤ n ≤ 7.

Dla n ≥ 8 zapas fazy jest niesko«czony.

Zadanie 4.1.25 Zaªó»my, »e nominalny model pewnego zamkni¦tego u-
kªadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym przyjmuje
posta¢ standardowej transmitancji rz¦du drugiego (3.3). Wyprowad¹ wzór
na zapas fazy Mp takiego ukªadu.

Odpowied¹ Mamy

Mp = arctan
(

2ζ

τωgc

)
, gdzie ωgc =

√√
4ζ4 + 1− 2ζ2

τ
. (4.32)

Ponadto dla Mp ≥ 0 obowi¡zuje u»yteczna zale»no±¢

ζ =

√
cosMp · tanMp

2
. (4.33)
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4.2 Stabilno±¢ a dokªadno±¢ regulacji. Ukªady sta-
tyczne i astatyczne

Przykªad 4.2.1 Dany jest ukªad regulacji, w którym na obiekt oddzia-
ªuj¡ dwa zakªócenia, za± sterowanie realizowane jest zgodnie z algorytmem
regulacji kaskadowej, w którym pomocniczy sygnaª pomiarowy m(t) wyko-
rzystuje si¦ w celu korekcji wªasno±ci dynamicznych wybranego fragmentu
obiektu (rys. 4.25).

Rys. 4.25. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Przyjmuj¡c, »e krytyczn¡ posta¢ zakªóce« modelowa¢ mo»na skokiem
jednostkowym, nale»y tak dobra¢ wzmocnienie kc gªównego regulatora oraz
wzmocnienie k regulatora pomocniczego, aby zapas wzmocnienia ukªadu
zamkni¦tego wynosiª Mg = 10 dB, za± ustalony bª¡d |e(∞)| dla ka»dego z
zakªóce« osobno nie przekraczaª |e(∞)| ≤ 0.2. Warto±ci parametrów obiektu
s¡ nast¦puj¡ce: kp = 2, T0 = 0.005 s, T1 = 0.05s oraz T2 = 0.01s.

Rozwi¡zanie Niech k = 0. Uchybowe transmitancje zakªóceniowe
dane s¡ wówczas wzorami:

Gd1e(s)|k=0 =
−kp(1 + T1s)e−sT0

1 + kckpe−sT0 + (T1 + T2)s + T1T2s2

Gd2e(s)|k=0 = − 1 + (T1 + T2)s + T1T2s
2

1 + kckpe−sT0 + (T1 + T2)s + s2T1T2s2
.

W przypadku stabilnego ukªadu regulacji otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce war-
to±ci ustalonych bª¦dów dla skokowych zakªóce«:

|ed1(∞)||k=0 =
kp

1 + kckp
oraz |ed2(∞)||k=0 =

1
1 + kckp

.
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Operatorowa transmitancja otwartego ukªadu regulacji ma posta¢

G0(s)|k=0 =
kckpe

−sT0

(1 + T1s)(1 + T2s)
.

Dla pulsacji odci¦cia ωpc0 = 146.7 rad · s−1 fazowej charakterystyki trans-
mitancji G0(s)|k=0 mamy

arg G0(s)|s=jωpc0,k=0 = −180◦ oraz |G0(s)||s=jωpc0,k=0 = 0.15211kc.

Przy k = 0 oraz kc = 10−Mg/20/0.15211 = 2.079 zamkni¦ty ukªad re-
gulacji posiada zatem wymagany zapas wzmocnienia Mg. Nastawom tym
odpowiadaj¡ ustalone warto±ci bª¦dów: |ed1(∞)||kc=2.079,k=0 = 0.3878 oraz
|ed2(∞)||kc=2.079,k=0 = 0.1939. Wynika st¡d, »e uproszczona struktura ukªa-
du (k = 0) nie wystarcza do speªnienia postawionych wymaga« � zmniej-
szenie wpªywu zakªóce« uzyska¢ mo»na tylko kosztem obni»enia zapasu sta-
bilno±ci ukªadu zamkni¦tego. Rozwa»my przeto sterowanie w ukªadzie o
kaskadowej strukturze (k > 0). Odpowiednie uchybowe transmitancje za-
kªóceniowe opisane s¡ w tym przypadku wzorami:

Gc
d1e(s) =

−kpk̄(1 + T1s)e−sT0

1 + kckpk̄e−sT0 + (T̄1 + T2)s + s2T̄1T2s2

Gc
d2e(s) =

−(1 + (T̄1 + T2s) + T̄1T2s
2)

1 + kckpk̄e−sT0 + (T̄1 + T2)s + T̄1T2s2

gdzie k̄ = 1/(1 + k) oraz T̄1 = T1/(1 + k).
Ustalone warto±ci bª¦dów wynosz¡, odpowiednio:

|ed1(∞)| = kp

1 + k + kckp
oraz |ed2(∞)| = 1 + k

1 + k + kckp
.

Transmitancja otwartego ukªadu regulacji jest zgodna ze wzorem

G0(s) =
kckpk̄e−sT0

(1 + T̄1s)(1 + T2s)
.

Niech ωpc oznacza pulsacj¦ odci¦cia fazowej charakterystyki transmitancji
G0(s). Zachodzi zatem arg G0(jωpc) = −180◦. Dla ustalonej warto±ci k
wzmocnienie kc, zapewniaj¡ce zapas Mg, otrzymuje si¦ ze wzoru

kc =
10−Mg/20

kpk̄
·
√

(1 + ω2
pcT̄

2
1 )(1 + ω2

pcT
2
2 ).
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W tabeli 4.2 przedstawiono wyniki oblicze« dla wybranych warto±ci k,
przy czym ωgc jest pulsacj¡ odci¦cia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji G0(s), de�niowan¡ wzorem |G0(jωgc)| = 1, za± przez Mp oznaczono
zapas fazy zamkni¦tego ukªadu regulacji.

Tabela 4.2. Wyniki oblicze« � przykªad 4.2.1

k kc |ed1(∞)| |ed2(∞)| ωgc [rad · s−1] Mp ωpc [rad · s−1]
0 2.0790 0.3878 0.1939 146.7 54.23◦ 66.32
1 4.0351 0.1986 0.1986 185.9 64.26◦ 73.13
2 6.1317 0.1310 0.1966 210.7 68.33◦ 76.65
3 8.3326 0.0968 0.1936 228.0 70.26◦ 79.23

Z przedstawionych wyników wnioskujemy, »e dla dostatecznie du»ych
warto±ci wzmocnienia k kaskadowa regulacja zapewnia ukªadowi wymagany
zapas stabilno±ci oraz zadan¡ dokªadno±¢. Osi¡ga si¦ to, kompensuj¡c wpªyw
dominuj¡cej staªej czasowej T1 regulowanego obiektu przez obj¦cie odpowied-
niego fragmentu tego obiektu korekcyjnym sprz¦»eniem zwrotnym. Warto±¢
wypadkowej staªej czasowej T̄1 maleje wówczas w miar¦ wzrostu parametru
k. Z danych zawartych w tabeli 4.2 wynika ponadto, »e zwi¦kszaj¡c warto±¢
tej nastawy, uzyskuje si¦ wzrost warto±ci pulsacji odci¦cia ωgc, a zatem
w takiej sytuacji nale»y spodziewa¢ si¦ przyspieszenia procesów regulacji
(zalecamy Czytelnikowi wykonanie odpowiednich eksperymentów symula-
cyjnych). Bior¡c pod uwag¦ warunki praktycznej implementacji rozwa»anego
algorytmu regulacji, najkorzystniejszym rozwi¡zaniem wydaje si¦ przyj¦-
cie nastawy k = 1, której odpowiada standardowa struktura kaskadowa
pokazana na rys. 4.26.

Rys. 4.26. Strukturalny schemat kaskadowego ukªadu regulacji
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Przykªad 4.2.2 Na rys. 4.27a pokazano strukturalny schemat pewnego
ukªadu zamkni¦tego.

a) Poka», »e w ukªadzie tym nie mo»na osi¡gn¡¢ jakiegokolwiek celu regu-
lacji, z uwagi na jego strukturaln¡ niestabilno±¢.

b) Jaki jest najprostszy ±rodek stabilizuj¡cej korekcji tego ukªadu, je»eli
dopuszcza si¦ niezerowy uchyb ustalony, b¦d¡cy reakcj¡ na skokowe
zakªócenie d(t)?

c) Zakªadaj¡c, »e jednostkowe zakªócenie skokowe d(t) nie powinno po-
wodowa¢ ustalonego uchybu wi¦kszego ni» 0.01, wyznacz parametry
odpowiedniego korektora.

d) Jaka jest dokªadno±¢ odtwarzania skokowo zmieniaj¡cego si¦ sygnaªu
zadanego r(t) dla ukªadu uzyskanego w punktach b) i c)?

Rys. 4.27. Schemat ukªadu regulacji: a) ukªad strukturalnie niestabilny, b) ukªad
skorygowany

Rozwi¡zanie

a) Z transmitancji ukªadu zamkni¦tego (rys. 4.27a), C(s)/R(s) = 1/(1 +
TcTps

2), wynika, »e niezale»nie od warto±ci parametrów Tc oraz Tp nie
mo»na speªni¢ koniecznego i wystarczaj¡cego warunku stabilno±ci tego
ukªadu � ukªad jest wi¦c strukturalnie niestabilny.

b) Ukªad z rysunku 4.27a mo»na ustabilizowa¢ tylko wtedy, gdy zmieni
si¦ jego struktur¦. Poniewa» dopuszcza si¦ wyst¦powanie niezerowych
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ustalonych uchybów, b¦d¡cych reakcj¡ na skokowe zakªócenia na wej-
±ciu obiektu, najprostszym ±rodkiem takiej korekcji jest zastosowanie
sztywnego sprz¦»enia zwrotnego przeksztaªcaj¡cego regulator typu I w
regulator typu P z inercj¡. Tak skorygowany ukªad przedstawia si¦ jak
na rys. 4.27b.

c) Wyznaczywszy zakªóceniow¡ transmitancj¦ C(s)/D(s) = (k + Tcs)(1 +
kTps + TcTps

2) ukªadu z rys. 4.34b, stwierdzamy, »e ukªad ten jest
stabilny dla dowolnych Tc, Tp i k wi¦kszych od zera. Z wymagania, by
ustalony uchyb regulacji wywoªany zakªóceniem skokowym d(t) = 1(t)
nie przekraczaª 0.01, otrzymujemy zatem warunek 0 < k ≤ 0.01.

d) Zamkni¦ty ukªad regulacji, uzyskany w punktach b) i c), jest ukªadem
astatycznym pierwszego rz¦du w odniesieniu do sygnaªu zadaj¡cego,
co oznacza, »e ustalony uchyb odtwarzania skokowo zmieniaj¡cego si¦
sygnaªu zadaj¡cego jest zerowy.

Przykªad 4.2.3 Operatorow¡ transmitancj¦ G(s) pewnego stabilnego u-
kªadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym przedsta-
wiono w nast¦puj¡cej czynnikowej postaci, w której wyró»niono bieguny pi,
i = 1, . . . , n, oraz zera zi, i = 1, . . . , m, tej transmitancji:

G(s) = k0

∏m
i=1 (s− zi)∏n
i=1 (s− pi)

, k0 6= 0, m < n. (4.34)

Zakªadaj¡c, »e rozpatrywany ukªad jest ukªadem astatycznym pierwszego
rz¦du, wyznacz wspóªczynnik pr¦dko±ciowego wzmocnienia tego ukªadu.

Rozwi¡zanie Operatorowa transmitancja otwartego ukªadu regulacji
dana jest wzorem

G0(s) =
G(s)

1−G(s)
=

k0
∏m

i=1 (s− zi)∏n
i=1 (s− pi)− k0

∏m
i=1 (s− zi)

. (4.35)

Z zaªo»enia o stopniu astatyzmu ukªadu (4.34) wynika, »e G(s)|s=0 = 1,
a zatem

k0

m∏

i=1

(−zi) =
n∏

i=1

(−pi). (4.36)

Wspóªczynnik pr¦dko±ciowego wzmocnienia de�niuje si¦ jako
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kv = lim
s→0

(sG0(s)).

Zgodnie ze wzorem (4.35) otrzymuje si¦ wyra»enie

kv = lim
s→0

k0s
∏m

i=1 (s− zi)∏n
i=1 (s− pi)− k0

∏m
i=1 (s− zi)

= lim
s→0

k0
∏m

i=1 (s− zi) + k0s
d
ds

∏m
i=1 (s− zi)

d
ds

∏n
i=1 (s− pi)− k0

d
ds

∏m
i=1 (s− zi)

.

Jak ªatwo zauwa»y¢, zachodz¡ zwi¡zki:

lim
s→0

d

ds

n∏

i=1

(s− pi) = lim
s→0

(
n∏

i=1

(s− pi) ·
n∑

i=1

(s− pi)−1

)

= −
n∏

i=1

(−pi) ·
n∑

i=1

p−1
i

lim
s→0

d

ds

n∏

i=1

(s− zi) = −
m∏

i=1

(−zi) ·
m∑

i=1

z−1
i .

Na tej podstawie mamy

kv =
k0

∏m
i=1 (−zi)

k0
∏m

i=1 (−zi) ·
∑m

i=1 z−1
i −∏n

i=1 (−pi) ·
∑n

i=1 p−1
i

sk¡d, po uwzgl¦dnieniu wªasno±ci (4.36), otrzymuje si¦ poszukiwan¡ za-
le»no±¢ wspóªczynnika pr¦dko±ciowego wzmocnienia od biegunów oraz zer
transmitancji ukªadu zamkni¦tego

1
kv

=
m∑

i=1

1
zi
−

n∑

i=1

1
pi

.

Przykªad 4.2.4 Strukturalny schemat, b¦d¡cy modelem pewnego zam-
kni¦tego ukªadu regulacji, przedstawia si¦ jak na rys. 4.28, gdzie

Gp(s) =
10

0.1 + s
, Gc(s) = kc +

ki

s
, Gd(s) =

−0.5
0.1 + s

oznaczaj¡ transmitancje, odpowiednio: sterowanego obiektu, regulatora PI
oraz kanaªu zakªóceniowego. Przyjmuj¡c dodatnie warto±ci parametrów re-
gulatora kc oraz ki, zbadaj ustalon¡ warto±¢ uchybu regulacji w tym ukªadzie,
przy zaªo»eniu sygnaªu zadaj¡cego oraz zakªócenia w postaci jednostkowych
skoków poªo»eniowego i pr¦dko±ciowego.
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Rys. 4.28. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Rozwi¡zanie Uchyb regulacji wyznaczamy ze wzoru

e(t) = r(t)− c(t) = er(t) + ed(t)

gdzie er(t) jest uchybem regulacji w ukªadzie, nie podlegaj¡cym oddziaªywa-
niu zakªóce« (uchyb sygnaªowy), za± ed(t) jest reakcj¡ zamkni¦tego ukªadu
na zakªócenia (uchyb zakªóceniowy). Zacznijmy od wyznaczenia skªadnika
er(∞) uchybu e(∞). Zakªadaj¡c, »e rozpatrywany zamkni¦ty ukªad regulacji
jest stabilny (co, jak ªatwo sprawdzi¢, zachodzi dla dowolnych zaªo»onych
dodatnich warto±ci kc oraz ki), mamy er(∞) = lims→0(sR(s)(1 − Grc(s))),
gdzie

Grc(s) =
C(s)
R(s)

=
Gc(s)Gp(s)

1 + Gc(s)Gp(s)
.

Skªadnik er(∞) uchybu dany jest wzorem

er(∞) = lim
s→0

sR(s)
1 + Gc(s)Gp(s)

.

W rozwa»anym przypadku mamy Gc(s)Gp(s) = 10(ki + kcs)/(s(0.1 +
s)). Ze wzgl¦du na sygnaª zadaj¡cy ukªad regulacji charakteryzuje si¦ a-
statyzmem pierwszego rz¦du. Ustalony uchyb pochodz¡cy od skokowego
sygnaªu zadaj¡cego (R(s) = 1/s) równa si¦ zero, natomiast w przypadku
pr¦dko±ciowego sygnaªu zadaj¡cego (R(s) = 1/s2) otrzymamy er(∞) =
1/kv, gdzie kv = lims→0(sGc(s)Gp(s)) = 100ki jest stosownym wzmoc-
nieniem pr¦dko±ciowym. Dla zakªóceniowego skªadnika uchybu zachodzi
ed(∞) = − lims→0(sD(s)Gdc(s)), gdzie Gdc(s) oznacza zakªóceniow¡ trans-
mitancj¦ ukªadu zamkni¦tego. Jak ªatwo sprawdzi¢, obowi¡zuj¡ nast¦puj¡ce
zale»no±ci:

Gdc(s) =
C(s)
D(s)

=
Gd(s)

1 + Gc(s)Gp(s)
= − 0.5s

10ki + (10kc + 0.1)s + s2
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ed(∞) = lim
s→0

(
D(s)

0.5s2

10ki + (10kc + 0.1)s + s2

)
.

Ze wzgl¦du na zakªóceniowe wej±cie badany ukªad regulacji przedstawia
si¦ jako astatyczny pierwszego rz¦du. Tak wi¦c obserwujemy zerow¡ warto±¢
uchybu ustalonego dla zakªócenia skokowego oraz niezerowy uchyb odtwarza-
nia sygnaªu pr¦dko±ciowego, wynosz¡cy ed(∞) = 0.05/ki.

Przykªad 4.2.5 Rozwa»my strukturalny schemat ukªadu regulacji jak na
rys. 4.29.

Rys. 4.29. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Model regulowanego obiektu skªada si¦ z dwóch czªonów dynamicznych
Gp1(s) oraz Gp2(s), za± regulator PID zastosowany w ukªadzie opisany jest
transmitancj¡ Gc(s), przy czym:

Gp1(s) =
3

4 + s
, Gp2(s) =

1
s(3 + s)

, Gc(s) =
2.5(0.1 + s)(4.2 + s)

s
.

Wyznacz warto±ci pi¦ciu pocz¡tkowych sygnaªowych wspóªczynników u-
chybowych eri , i = 0, . . . , 4, oraz pi¦ciu pocz¡tkowych zakªóceniowych wspóª-
czynników uchybowych edi

, i = 0, . . . , 4, tego ukªadu. Oblicz warto±¢ ustalo-
nego uchybu er(∞) przy pobudzeniu ukªadu zadaj¡cym sygnaªem o postaci
r(t) = r0(t) = 2 + 0.4t + 0.25t2, t ≥ 0, oraz ustalonego uchybu ed(∞) przy
pobudzeniu zakªóceniem d(t) = d0(t) = 1.5 + 0.3t, t ≥ 0. Jaka byªaby
warto±¢ ustalonego uchybu ed(∞) w przypadku d(t) = r0(t)? Ponadto, wy-
znacz pr¦dko±ciowe oraz przyspieszeniowe wzmocnienie rozwa»anego ukªadu
regulacji.

Rozwi¡zanie Sygnaªowa transmitancja uchybowa ukªadu regulacji da-
na jest wzorem

Gre(s) =
E(s)
R(s)

=
1

1 + Gc(s)Gp1(s)Gp2(s)
(4.37)
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=
12s2 + 7s3 + s4

3.15 + 32.25s + 19.5s2 + 7s3 + s4
.

Zakªóceniow¡ transmitancj¦ uchybow¡ tego ukªadu okre±la wzór

Gde(s) =
E(s)
D(s)

=
−Gp2(s)

1 + Gc(s)Gp1(s)Gp2(s)

=
−4s− s2

3.15 + 32.25s + 19.5s2 + 7s3 + s4
.

Przedstawmy dan¡ transmitancj¦ Ge(s) w postaci nast¦puj¡cego szeregu
pot¦gowego

Ge(s) =
∞∑

i=0

eis
i, ei =

1
i!

di

dsi
Ge(s)

∣∣∣∣
s=0

, i = 0, 1, . . . . (4.38)

Wspóªczynniki ei, i = 0, 1, . . ., tego szeregu zwane s¡ wspóªczynnikami
uchybowymi. �atwo stwierdzi¢, »e ich znajomo±¢ zezwala na ocen¦ uchybów
ustalonych dla wymuszenia dowolnego rz¦du. Przykªadowo, w przypadku
stabilnego ukªadu oraz jednostkowego sygnaªu r(t) = 1(t) warto±¢ ustalonego
uchybu obliczamy zgodnie z formuª¡

er(∞) = lim
s→0

(
sR(s)

∞∑

i=0

eis
i

)
= lim

s→0

∞∑

i=0

eis
i.

Jak wida¢, warunkiem zerowania si¦ tego uchybu jest, aby e0 = 0. Wy-
znaczanie wspóªczynników uchybowych wedªug wzoru (4.38) nie jest do-
godn¡ metod¡. Odpowiednie rachunki mo»na w istotny sposób upro±ci¢,
stosuj¡c nast¦puj¡cy rekurencyjny algorytm, wynikaj¡cy z dzielenia wielo-
mianu licznikowego danej transmitancji Ge(s) przez jej wielomian mianown-
ikowy. Zapiszmy transmitancj¦ Ge(s) w postaci nast¦puj¡cej wymiernej
funkcji zmiennej zespolonej s:

Ge(s) =
∑n

i=0 bis
i

∑n
i=0 aisi

, a0 6= 0.

Zgodnie ze wzorem (4.38) zachodzi
∑n

i=0 ais
i · ∑∞

i=0 eis
i =

∑n
i=0 bis

i.
Porównuj¡c wspóªczynniki przy kolejnych pot¦gach zmiennej s w wyra»eniu
po lewej stronie powy»szego wyra»enia z odpowiednimi wspóªczynnikami
licznika transmitancji Ge(s), uzyskujemy poszukiwany rekurencyjny algo-
rytm obliczania uchybowych wspóªczynników tej transmitancji:
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ei =





e0 = b0
a0

dla i = 0,
1
a0

(
bi −

∑i
j=1 ajei−j

)
dla i = 1, . . . , n,

− 1
a0

∑n
j=1 ajei−j dla i > n.

Stosuj¡c ten algorytm, otrzymano nast¦puj¡ce warto±ci zakªóceniowych
wspóªczynników uchybowych rozwa»anych transmitancji:

Gre(s) = 0 + 0s + 3.8095s2 − 36.78s3 + 353.292s3 + · · ·
Gde(s) = 0− 1.2698s + 12.6833s2 − 121.9919s3 + 1173.2706s4 + · · · .

Rozpatrywany ukªad regulacji jest ukªadem stabilnym w sensie BIBO,
zatem w przypadku wielomianowych pobudze« r(t) = r0(t) oraz d(t) = d0(t)
ustalone uchyby er(∞) oraz ed(∞) przyjmuj¡ warto±¢: er(∞) = 3.8095 · 2 ·
0.25 = 1.905 oraz ed(∞) = −1.2698 · 0.3 = −0.381. Poniewa» wspóªczynnik
ed1 ma warto±¢ ró»n¡ od zera, zatem |ed(t)| dla zakªócenia d(t) = r0(t)
narasta w czasie w sposób nieograniczony. Niech G0(s) = Gc(s)Gp1(s)Gp2(s)
oznacza transmitancj¦ ukªadu otwartego. Ze wzoru (4.37) wynika, »e

G0(s) =
1−Gre(s)

Gre(s)
.

Wspóªczynniki wzmocnienia pr¦dko±ciowego (kv) oraz wzmocnienia przy-
spieszeniowego (ka) rozwa»anego ukªadu regulacji de�niuje si¦ jako

kv = lim
s→0

(sG0(s)) oraz ka = lim
s→0

(s2G0(s)).

Jak ªatwo sprawdzi¢, obowi¡zuj¡ nastepuj¡ce równo±ci:

kv =
{

0 gdy er0 6= 0
e−1
r1

gdy er0 = 0

ka =
{

0 gdy er0 6= 0 lub er1 6= 0
e−1
r2

gdy er0 = 0 oraz er1 = 0.

Mamy zatem kv = ∞ oraz ka = 0.2625.

Zadanie 4.2.1 Strukturalny schemat ukªadu regulacji dano na rys. 4.30a,
przy czym regulowany obiekt opisany jest parametrami: k0 = 1.5 s−1, T1 =
0.2 s oraz T2 = 0.07 s.
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Rys. 4.30. Schemat ukªadu regulacji: a) struktura kaskadowa, b) standardowa struktura
kaskadowa

W ukªadzie zastosowano dwa regulatory proporcjonalne: regulator o
wzmocnieniu kc w torze gªównym oraz regulatopr pomocniczy o wzmocnie-
niu k w korekcyjnym torze wewn¦trznego sprz¦»enia zwrotnego. Zakªadamy
ponadto, »e na obiekt oddziaªuje zakªócenie d(t) w postaci jednostkowego
skoku poªo»eniowego.

Wyznacz takie wzmocnienia kc oraz k, które zapewni¡ temu ukªadowi
ograniczenie ustalonego uchybu pochodz¡cego od zakªócenia do warto±ci
|e(∞)| = 0.1 przy zapasie wzmocnienia Mg = 12 dB. Jaki jest zapas fazy
tak zaprojektowanego ukªadu regulacji?

Odpowied¹ Parametry regulatorów okre±lone s¡ formuªami

kc =
1

|e(∞)| oraz k =
−T1 − 2T2 +

√
T 2

1 + 4kck0T1T 2
2 · 10Mg/20

2T2
.

Zachodzi zatem kc = 10 oraz k = 1.31095. Zapas fazy rozwa»anego
ukªadu regulacji wynosi Mp = 43.7◦. Na rys. 4.30b przedstawiono ten ukªad
w postaci odpowiadaj¡cej standardowej kaskadowej strukturze. Zauwa»my,
»e stosuj¡c regulator jedynie w torze gªównym (to znaczy przyjmuj¡c k = 0),
nie mo»na speªni¢ postawionych wymaga«. �¡danie Mg = 12 dB prowadzi
do wzmocnienia kc = 3.2296, któremu odpowiada ustalony uchyb o warto±ci
|e(∞)| = 0.3096, przekraczaj¡cej dopuszczaln¡ warto±¢ (zapas fazy takiego
ukªadu wynosi Mp = 38.4◦). Z kolei, speªnienie wymagania dotycz¡cego
statycznej dokªadno±ci (|e(∞)| = 0.1) prowadzi do wzmocnienia kc = 10,
lecz tak uzyskany ukªad charakteryzuje si¦ zbyt maªym zapasem stabilno±ci:
Mg = 2.2 dB oraz Mp = 6.5◦.

Zadanie 4.2.2 Dana jest operatorowa transmitancja G(s) zamkni¦tego
ukªadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym
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G(s) = k0 ·
∏m

i=1 (s− zi)∏n
i=1 (s− pi)

, G(s)|s=0 = 1, m < n.

Wspóªczynnik przyspieszeniowego wzmocnienia ka tego ukªadu zde�nio-
wany jest wzorem ka = lims→0(s2G0(s)), gdzie przez G0(s) oznaczono ope-
ratorow¡ transmitancj¦ ukªadu otwartego, odpowiadaj¡cego transmitancji
G(s). Okre±l zale»no±¢ tego wspóªczynnika od warto±ci biegunów pi, i =
1, . . . , n, oraz zer zi, i = 1, . . . ,m, transmitancji G(s).

Odpowied¹ Przyspieszeniowe wzmocnienie ka rozwa»anego ukªadu re-
gulacji wynika ze wzoru

2
ka

= − 1
k2

v

−
n∑

i=1

1
p2

i

+
m∑

i=1

1
z2
i

oraz
1
kv

=
m∑

i=1

1
zi
−

n∑

i=1

1
pi

.

Zadanie 4.2.3 Transmitancja sygnaªowego toru (R(s) → C(s)) pewnego
ukªadu regulacji ma posta¢

Grc(s) =
C(s)
R(s)

=
b0 + b1s + · · ·+ bn−1s

n−1

a0 + a1s + · · ·+ ansn
.

De�niuj¡c uchyb regulacji jako E(s) = R(s)−C(s), sformuªuj konieczne
i wystarczaj¡ce warunki istnienia sko«czonych warto±ci ustalonego uchybu
a) poªo»eniowego oraz b) pr¦dko±ciowego tego ukªadu.

Odpowied¹ Transmitancja uchybowa dana jest wzorem

Gre(s) =
E(s)
R(s)

= 1−Grc(s)

=
(a0 − b0) + (a1 − b1)s + · · ·+ (an−1 − bn−1)sn−1 + ansn

a0 + a1s + · · ·+ ansn
.

a) Koniecznym i wystarczaj¡cym warunkiem istnienia sko«czonego uchybu
poªo»eniowego jest stabilno±¢ ukªadu. Uchyb taki ma warto±¢

e(t)|t→∞ =
a0 − b0

a0
.

Koniecznym i wystarczaj¡cym warunkiem zerowania si¦ uchybu poªo»e-
niowego jest zatem stabilno±¢ ukªadu oraz speªnienie równo±ci a0 = b0.
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b) Koniecznym i wystarczaj¡cym warunkiem istnienia sko«czonego uchybu
pr¦dko±ciowego jest stabilno±¢ ukªadu oraz speªnienie równo±ci a0 = b0.
Warto±¢ takiego uchybu wynosi

e(t)|t→∞ =
a1 − b1

a0
.

St¡d konieczny i wystarczaj¡cy warunek zerowania si¦ uchybu pr¦d-
ko±ciowego: stabilno±¢ ukªadu, a0 = b0 oraz a1 = b1.

Zauwa»my, »e powy»sze wnioski obowi¡zuj¡ niezale»nie od postaci sprz¦-
»enia zwrotnego zastosowanego w ukªadzie regulacji. Co w szczególno±ci
oznacza, »e podane wzory mog¡ by¢ u»ywane w przypadku zªo»onych struk-
tur z podatnym sprz¦»eniem zwrotnym. Zach¦camy Czytelnika do sfor-
muªowania analogicznych wniosków dla ukªadów regulacji z opó¹nieniem,
a wi¦c dla przypadków transmitancji (modeli) niewymiernych.

Zadanie 4.2.4 Dana jest transmitancja zamkni¦tego ukªadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym

G(s) =
G0(s)

1 + G0(s))
=

l0 + l1s + l2s
2

72 + 54s + 13s2 + s3

gdzie przez G0(s) oznaczono transmitancj¦ gªównego toru tego ukªadu. Wy-
znacz takie warto±ci wspóªczynników l0, l1 oraz l2, aby:

a) ukªad regulacji posiadaª astatyzm drugiego rz¦du,

b) warto±¢ ustalonego uchybu przy pobudzeniu pr¦dko±ciowym t · 1(t) nie
przekraczaªa 0.1,

c) ustalony uchyb przy pobudzeniu przyspieszeniowym t2/2 · 1(t) nie prze-
kraczaª 0.05.

Odpowied¹ Wymagane warto±ci wspóªczynników licznika transmitan-
cji G(s) wynosz¡:

a) l0 = 72, l1 = 54 oraz l2 6= 13;

b) l0 = 72, 46.8 < l1 < 61.2, l2 dowolne;

c) l0 = 72, l1 = 54 oraz 9.4 < l2 < 16.6.
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Zadanie 4.2.5 Rozwa»my ukªad regulacji (serwomotor pr¡du staªego, rys.
4.31) z pomocniczym sygnaªem pomiarowym w postaci pochodnej wielko±ci
sterowanej (co odpowiada tachometrycznemu sprz¦»eniu zwrotnemu). Wia-
domo, »e w ukªadzie tym przy wyª¡czonym sprz¦»eniu tachometrycznym
(kt = 0) czas ustalania skokowej odpowiedzi wynosi Ts2% = 0.981 s, za±
przeregulowanie tej odpowiedzi ma warto±¢ κ = 0.6.

Rys. 4.31. Strukturalny schemat ukªadu regulacji z tachometrycznym sprz¦»eniem

Oblicz warto±ci nastaw k oraz kt, przy których rozwa»any ukªad regulacji
posiada zapas fazy równy Mp = 50◦, za± ustalony uchyb dla krytycznego jed-
nostkowego skokowego zakªócenia, wyst¦puj¡cego na wej±ciu obiektu, równa
si¦ |e(∞)| = 0.002.

Odpowied¹ Na podstawie informacji, dotycz¡cych skokowej odpowie-
dzi ukªadu bez tachometrycznego sprz¦»enia zwrotnego, mo»na dokona¢ przy-
bli»onej identy�kacji parametru a transmitancji obiektu regulacji. W tym
celu stosujemy wzór a ≈ −2 ln(0.02

√
1− ζ2

0 )/Ts2%, przy czym warto±¢ ζ0 =
0.1605 wynika ze wzoru (3.5). Na tej podstawie mamy a = 8 s−1. Parametr k
wyznaczamy w oparciu o wymaganie dotycz¡ce uchybu: k = 1/|e(∞)| = 500.
Z kolei, parametr kt obliczamy ze wzoru kt = 2ζtτt − 8/(5k) = 0.01591 s, w
którym przyjmujemy τt = 1/

√
5k = 0.02 s oraz ζt = 0.4777 (zob. wzór

(4.33)).
Powy»sze wyniki opieraj¡ si¦ na przybli»onym oszacowaniu czasu usta-

lania Ts2% odpowiedzi skokowej ukªadu regulacji bez sprz¦»enia tachome-
trycznego. Dokªadny wzór, uzale»niaj¡cy Ts2% od wspóªczynnika τ skali
czasu wzorcowej transmitancji drugiego rz¦du (xxxx) dla wspóªczynnika tªu-
mienia ζ0 odpowiadaj¡cego przeregulowaniu κ = 0.6, ma posta¢ Ts2% =
23.09τ . Wynika st¡d, »e 'dokªadna' warto±¢ parametru a wynosi a = 2·23.09·
ζ0/Ts2% = 7.555 s−1. Poniewa» warto±¢ ta niewiele odbiega od oszacowania
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a = 8 s−1, mo»na spodziewa¢ si¦, »e wªasno±ci 'rzeczywistego' ukªadu regu-
lacji b¦d¡ si¦ tylko nieznacznie ró»niªy od nominalnych wªasno±ci (zapas fazy
takiego 'rzeczywistego' ukªadu regulacji równa si¦ Mp = 49.63◦).

Zadanie 4.2.6 Ukªad regulacji skªada si¦ z obiektu o transmitancji

Gp(s) =
1

(1 + s)2(2 + s)

oraz proporcjonalnego regulatora o wzmocnieniu k, obj¦tych jednostkowym
ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym. Sprawd¹, czy dobieraj¡c wzmocnienie k
mo»na zapewni¢ ustalony uchyb |e(∞)| < 0.01 przy jednostkowym skokowym
sygnale zadaj¡cym. Je»eli nie jest to mo»liwe, okre±l minimaln¡ warto±¢ tego
uchybu, mo»liw¡ do uzyskania w ukªadzie regulacji.

Odpowied¹ Minimalna ze wzgl¦du na stabilno±¢ zamkni¦tego ukªadu
regulacji warto±¢ uchybu ustalonego wynosi |e(∞)|min = 0.1. Oszacowanie
to ma jednak walor tylko teoretyczny. Niezb¦dne jest bowiem uwzgl¦dnienie
odpowiedniego zapasu stabilno±ci. Przykªadowo, przyjmuj¡c zapas wzmoc-
nienia Mg = 6 dB, uzyskuje si¦ 'praktyczn¡' ocen¦ ustalonego uchybu, mo»li-
wego do uzyskania w tym ukªadzie: |e(∞)|min = 0.182.

Zadanie 4.2.7 Dynamiczny obiekt opisany operatorow¡ transmitancj¡

Gp(s) =
kp

1 + Tps
=

12
1 + 0.4s

sterowany jest w ukªadzie zamkni¦tym z jednostkowym ujemnym sprz¦»e-
niem zwrotnym za pomoc¡ regulatora caªkuj¡cego Gc(s) = 1/(Tis).

a) Oblicz warto±¢ staªej caªkowania Ti tego regulatora, dla której skokowa
odpowied¹ ukªadu regulacji charakteryzuje si¦ przeregulowaniem κ =
0.2. Dla tak zaprojektowanego ukªadu oszacuj ustalon¡ warto±¢ uchybu
±ledzenia jednostkowego pr¦dko±ciowego sygnaªu zadaj¡cego.

b) Zakªadaj¡c, »e uchyb ten nie powinien przekracza¢ 0.1, wyznacz od-
powiedni¡ warto±¢ staªej caªkowania Ti regulatora Gc(s), a nast¦p-
nie oszacuj przeregulowanie κ skokowej odpowiedzi otrzymanego w ten
sposób ukªadu zamkni¦tego.

Jaki jest zapas fazy Mp w ka»dym z powy»szych przypadków?
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Odpowied¹

a) Warto±¢ staªej caªkowania, zapewniaj¡cej zamkni¦temu ukªadowi skoko-
w¡ odpowied¹ o przeregulowaniu κ, wynika ze wzoru Ti = 4ζ2kpTp,
gdzie ζ okre±lone jest formuª¡ (3.5). Dla κ = 0.2 otrzymuje si¦ ζ =
0.45595, czemu odpowiada Ti = 3.9915 s, a w konsekwencji: ustalony
pr¦dko±ciowy uchyb e(∞) = Ti/kp = 0.33262 s oraz zapas fazy Mp =
48.148◦.

b) Dla e(∞) = 0.1 otrzymuje si¦ staª¡ caªkowania Ti = kpe(∞) = 1.2 s oraz
skokow¡ odpowied¹ o przeregulowaniu κ = 0.44434. Zapas fazy wynosi
w tym przypadku Mp = 28.02◦.

Zadanie 4.2.8 Dany jest ukªad regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦-
»eniem zwrotnym, zªo»ony z obiektu o operatorowej transmitancji Gp(s) oraz
regulatora PID opisanego idealizowan¡ transmitancj¡ Gc(s), gdzie

Gp(s) =
5

(1 + s)2(2 + s)
oraz Gc(s) = 3 +

2
s

+ 2s.

Oblicz warto±ci pi¦ciu pocz¡tkowych sygnaªowych wspóªczynników uchy-
bowych ei, i = 0, . . . , 4, rozwa»anego ukªadu regulacji. Okre±l na tej pod-
stawie rz¡d astatyzmu tego ukªadu. Wyznacz warto±¢ ustalonego uchybu
±ledzenia zadaj¡cego sygnaªu o postaci r(t) = 3 + 0.5t, t ≥ 0.

Odpowied¹ Poczatkowe uchybowe wspóªczynniki rozwa»anego ukªadu
regulacji dane s¡ wzorem

Gre(s) =
E(s)
R(s)

= e0 + e1s + e2s
2 + e3s

3 + e4s
4 + · · ·

= 0 + 0.2s + 0.16s2 − 0.172s3 + 0.0724s4 + · · · .

Ukªad regulacji posiada zatem astatyzm pierwszego rz¦du. Warto±¢ u-
stalonego uchybu ±ledzenia zakªadanego pobudzenia r(t) wynosi

e(∞) = lim
t→∞

(
e1 · dr(t)

dt

)
= 0.1.

Zadanie 4.2.9 Strukturalny schemat pokazany na rys. 4.32 jest modelem
pewnego serwomechanizmu. Na ukªad ten dziaªa zadaj¡cy sygnaª w postaci
pr¦dko±ciowego skoku r(t) = c1t·1(t) oraz zakªócenie w postaci skoku poªo»e-
niowego d(t) = d · 1(t) (moment obci¡»enia).
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Rys. 4.32. Schemat serwomechanizmu

a) Wyznacz ustalony uchyb e(∞) = er(∞) + ed(∞) w zale»no±ci od pr¦d-
ko±ci c1 narastania sygnaªu zadaj¡cego i intensywno±ci zakªócenia d w
przypadku, gdy Gt(s) = 0.

b) Wyznacz ustalony uchyb pr¦dko±ciowy er(∞) w przypadku, w którym
zastosowano proporcjonalne ('sztywne') sprz¦»enie zwrotne Gt(s) =
kt, kt > 0, oraz w przypadku, gdy korekcyjne sprz¦»enie zwrotne ma
charakter dynamiczny: Gt(s) = sTt/(1+sT0). Jak¡ warto±¢ przyjmuje
ustalony uchyb poªo»eniowy ed(∞) pochodz¡cy od zakªócenia d(t)?

Odpowied¹
a) Ustalony uchyb wynosi e(∞) = er(∞) + ed(∞) = T2c1/(kck1) + kdd/kc.

a) W przypadku proporcjonalnego sprz¦»enia korekcyjnego, ustalony uchyb
pr¦dko±ciowy wynosi er(∞) = T2c1/(kck1) + ktT2c1. Z kolei, w przy-
padku dynamicznego korekcyjnego sprz¦»enia zwrotnego ustalony u-
chyb pr¦dko±ciowy równa si¦ er(∞) = T2c1/(kck1).

4.3 Badanie skutków niepewno±ci nominalnego mo-
delu obiektu

Przykªad 4.3.1 Na rys. 4.33 dany jest schemat ukªadu regulacji zªo»onego
z obiektu o transmitancji Gp(s), caªkuj¡cego regulatora Gc(s) oraz czujnika
modelowanego za pomoc¡ czªonu opó¹niaj¡cego e−Tms, przy czym:

Gp(s) =
kp

(1 + Tps)2
oraz Gc(s) =

1
Tis
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gdzie kp = 30, za± Tp = 0.15 s.

Rys. 4.33. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Projektuj¡c regulator, pomini¦to obecno±¢ opó¹nienia: warto±¢ staªej
caªkowania dobrano w ten sposób, aby przy Tm = 0 ukªad zamkni¦ty charak-
teryzowaª si¦ zapasem wzmocnienia Mg = 12 dB. Jaka jest krytyczna warto±¢
Tmmax pomiarowego opó¹nienia Tm, dla której tak zaprojektowany ukªad
znajdzie si¦ na granicy stabilno±ci? Zakªadaj¡c, »e opó¹nienie Tm wyst¦pu-
j¡ce w rzeczywistym ukªadzie regulacji przyjmuje ow¡ krytyczn¡ warto±¢
Tm = Tmmax , tak skoryguj staª¡ caªkowania regulatora, aby zapewni¢ temu
ukªadowi wymagany zapas wzmocnienia Mg = 12 dB.

Rozwi¡zanie Niech G̃0(jω) oznacza widmow¡ transmitancj¦ ukªadu
otwartego przy Tm = 0. Pulsacja odci¦cia fazowej charakterystyki tej trans-
mitancji wynosi ωpc = 1/Tp. Zachodzi przy tym |G̃0(jωpc)| = kpTp/(2Ti).
Aby zatem osi¡gn¡¢ dany zapas Mg, staªa caªkowania Ti musi speªnia¢ ogra-
niczenie 10Mg/20 · kpTp = 2Ti. Oznaczmy przez T̃i odpowiedni¡ warto±¢
staªej caªkowania: T̃i = 10Mg/20 · kpTp/2 = 8.957 s. Rozwa»my z kolei
ukªad regulacji z opó¹nieniem. Niech G0(s) b¦dzie operatorow¡ transmi-
tancj¡ ukªadu otwartego, za± ωgc oznacza pulsacj¦ odci¦cia amplitudowej
charakterystyki tego ukªadu, zde�niowan¡ wzorem |G0(jωgc)| = 1. Po-
niewa» w tym przypadku zachodzi |G0(jω)| = |G̃0(jω)|, ∀ω, zatem przy
ustalonej warto±ci staªej caªkowania Ti, pulsacj¦ ωgc wyznacza si¦ rozwi¡zu-
j¡c równanie TiT

2
p ω3

gc + Tiωgc − kp = 0. Równanie to, po podstawieniu
liczbowych warto±ci kp, Tp oraz Ti = T̃i, przyjmuje posta¢ ω3

gc+44.4444ωgc−
148.8525 = 0. Poszukiwana warto±¢ pulsacji odci¦cia ωgc wynosi zatem
ωgc = 2.836 rad · s−1, za± argument transmitancji G̃0(jω) dla tej pulsacji ma
warto±¢ arg G̃0(jωgc) = −2.375 rad = −136.08◦. Wynika st¡d, »e zapas fazy
dla Tm = 0 wynosi Mp = 43.92◦. W przypadku, gdy w ukªadzie wyst¦puje
opó¹nienie Tm ≥ 0, argument arg G0(jωgc) okre±lony jest wzorem

arg G0(jωgc) = arg G̃0(jωgc)− ωgcTm
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z którego wynika krytyczna warto±¢ Tmmax opó¹nienia

Tmmax =
π + arg G̃0(jωgc)

ωgc
= 0.2702 s.

Od ukªadu regulacji wymaga si¦, aby dla Tm = Tmmax charakteryzowaª
si¦ zapasem wzmocnienia Mg = 12 dB � co prowadzi do warunku

|G0(jωgc)| = kp

ωgcTi(1 + ω2
gcT

2
p )

= 10−Mg/20.

Poszukiwan¡ warto±¢ nastawy Ti regulatora, zapewniaj¡c¡ temu ukªa-
dowi wymagan¡ odporno±¢ na wpªyw pomiarowego opó¹nienia w torze sprz¦-
»enia zwrotnego, wyznacza si¦ zatem ze wzoru

Ti =
kp · 10Mg/20

ωgc(1 + ω2
gcT

2
p )

= 35.66 s.

Nastawa ta jest istotnie wi¦ksza od warto±ci T̃i = 8.957 s, obliczonej
przy zaªo»eniu Tm = 0 s. Badaj¡c skokow¡ odpowied¹ tak zaprojektowanego
ukªadu regulacji, nale»y si¦ zatem spodziewa¢, »e b¦dzie ona wolniejsza od
odpowiedzi ukªadu o takim samym zapasie wzmocnienia, lecz bez opó¹nienia
w torze sprz¦»enia zwrotnego (Tm = 0 s). Uwag¦ t¦ potwierdzaj¡ przebiegi
odpowiedzi skokowych pokazane na rys. 4.34.

Rys. 4.34. Porównanie odpowiedzi skokowych ukªadu regulacji
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Przykªad 4.3.2 Dany jest strukturalny schemat ukªadu serwomotoru z
proporcjonalnym regulatorem jak na rys. 4.35, przy czym T1 > 0 oraz T2 > 0
oznaczaj¡ rzeczywiste warto±ci staªych czasowych obiektu regulacji.

Projektuj¡c regulator, przyjmuje si¦ nast¦puj¡ce nominalne warto±ci tych
staªych czasowych: T̄1 = 0.1 s oraz T̄2 = 0.0125 s. Nale»y dobra¢ wzmocnie-
nie kc regulatora, zapewniaj¡ce nominalnemu zamkni¦temu ukªadowi zapas
wzmocnienia Mg = 8 dB.

Rys. 4.35. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Nast¦pnie dla tak nastawionego regulatora nale»y okre±li¢ zakres zmien-
no±ci staªych czasowych T1 oraz T2, dopuszczalny ze wzgl¦du na stabilno±¢
ukªadu zamkni¦tego.

Rozwi¡zanie Mamy równanie charakterystyczne ukªadu zamkni¦tego

kc + s + (T1 + T2)s2 + T1T2s
3 = 0.

Maksymalna warto±¢ wzmocnienia kcmax proporcjonalnego regulatora, do-
puszczalna ze wzgl¦du na stabilno±¢ tego ukªadu, wynosi zatem

kcmax =
T1 + T2

T1T2
=

1
T1

+
1
T2

.

Po podstawieniu nominalnych warto±ci staªych czasowych T̄1 oraz T̄2

otrzymuje si¦ kc max = 90 s−1. Warto±¢ wzmocnienia kc, odpowiadaj¡cego
zadanemu zapasowi Mg = 8 dB, wynika zatem ze wzoru

kc = kcmax · 10−Mg/20 = 35.8296 s−1.

Jak ªatwo zauwa»y¢, przy kc > 0 wystarczaj¡cy warunek stabilno±ci ukªadu
zamkni¦tego przyjmuje posta¢

T1 + T2 > kcT1T2.

Rozwa»amy przykªadow¡ sytuacj¦, w której proporcjonalny regulator
o wzmocnieniu kc = 35.8296 s−1 zaprojektowano korzystaj¡c z modelu o
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dokªadnie zidenty�kowanej pierwszej staªej czasowej, co oznacza, »e T̄1 = T1.
Zamkni¦ty ukªad regulacji z obiektem o niepewnej warto±ci drugiej staªej
staªej czasowej T2 zachowa stabilno±¢, o ile speªniona b¦dzie nierówno±¢

0 < T2 <
T̄1

kcT̄1 − 1
= 0.0387 s.

Przykªad 4.3.3 Zaªó»my, »e zbiór modeli pewnego obiektu regulacji mo»na
sparametryzowa¢ w nast¦puj¡cy sposób

Gp(s) = (1 + Tzs) ·G0(s) oraz Tzmin ≤ Tz ≤ Tzmax . (4.39)

We wzorze powy»szym transmitancja G0(s) charakteryzuje znany (i wolny
od wszelkiej niepewno±ci) fragment dynamiki rozwa»anego obiektu, za± pa-
rametr Tz, przyjmuj¡cy dowoln¡ (lecz nieznan¡) warto±¢ z podanego prze-
dziaªu, sªu»y do opisu wpªywu zaªo»onej parametrycznej niepewno±ci mode-
lu tego obiektu � to znaczy niepewno±ci poªo»enia zera jego 'rzeczywistej'
transmitancji Gp(s).

Wyznacz standardow¡ multiplikatywn¡ reprezentacj¦ takiego zbioru nie-
pewnych modeli, przyjmuj¡c

Gp(s) = Ḡp(s) · (1 + ∆(s) ·Wm(s)) (4.40)

gdzie Ḡp(s) oznacza nominalny model obiektu regulacji, ∆(s) ∈ RH∞ jest
pewn¡ funkcj¡ o jednostkowo ograniczonym module (|∆(jω)| ≤ 1, ∀ω), za±
Wm(s) to odpowiednio dobrana funkcja wa»¡ca.

Rozwi¡zanie Zaªó»my nominalny model obiektu zgodny ze wzorem

Ḡp(s) = (1 + T̄zs) ·G0(s) (4.41)

gdzie

T̄z =
Tzmin + Tzmax

2
(4.42)

jest u±rednion¡ warto±ci¡ niepewnego parametru Tz. Na podstawie wzorów
(4.39)-(4.41) otrzymujemy

(Tz − T̄z)s
1 + T̄zs

= ∆(s) ·Wm(s). (4.43)
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Jak ªatwo zauwa»y¢, gdy T̄z = 0, musimy przyj¡¢ niewªa±ciw¡ (wielo-
mianow¡) posta¢ funkcji wa»¡cej Wm(s) = Tzmaxs oraz statyczn¡ zmienn¡
∆(s) = ∆ ∈ [−1, 1].

Z kolei w przypadku, w którym T̄z 6= 0, ze wzorów (4.42) oraz (4.43)
wnioskujemy, »e

2Tz − Tzmin − Tzmax

Tzmin + Tzmax

· T̄zs

1 + T̄zs
= ∆(s) ·Wm(s). (4.44)

Zde�niujmy wspóªczynnik

rTz =
Tzmax − Tzmin

Tzmin + Tzmax

peªni¡cy rol¦ wzgl¦dnej miary niepewno±ci parametru Tz. Uwzgl¦dniaj¡c t¦
de�nicj¦ we wzorze (4.44), otrzymujemy formuª¦

(
2Tz

Tzmax − Tzmin

− 1
rTz

)
· rTz T̄zs

1 + T̄zs
= ∆ ·Wm(s).

Widzimy, »e pierwszy czynnik wyra»enia po lewej stronie powy»szej równo±ci
odpowiada równaniu odcinka o ko«cach w punktach (Tzmin ,−1) oraz (Tzmax , 1).
Na tej podstawie przyjmujemy funkcj¦ wa»¡c¡ w postaci

Wm(s) =
rTz T̄zs

1 + T̄zs
.

Podobnie jak w przypadku T̄z = 0, mamy teraz ∆(s) = ∆ ∈ [−1, 1].
Warto tak»e zauwa»y¢, »e dla dowolnej warto±ci parametru T̄z obowi¡zuje

dogodna formuªa

Wm(s) =
∆Tzs

1 + T̄zs

w której

∆Tz =
Tzmax − Tzmin

2
.

A ponadto, dla T̄z 6= 0 zachodzi oczywista równo±¢ ∆Tz = rTz T̄z.
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Przykªad 4.3.4 Niech P̄ (s) oznacza nominalny model pewnego obiektu
dynamicznego.

Zakªadaj¡c, »e 'rzeczywista' transmitancja tego obiektu nale»y do zbioru

P =
{
P (s) = P̄ (s) · e−T0s, 0 ≤ T0 ≤ T0max

}

gdzie T0 jest nieznan¡ warto±ci¡ transportowego opó¹nienia, wyznacz stan-
dardow¡ multiplikatywn¡ reprezentacj¦ takiego zbioru modeli z parametrycz-
n¡ niepewno±ci¡.

Rozwi¡zanie Rozwa»my nast¦puj¡cy zbiór:

Pm =
{
P̄ (s) · (1 + ∆(s) ·Wm(s)), ‖∆‖∞ ≤ 1

}

gdzie Wm(s) ∈ RH∞ jest odpowiedni¡ dla tego przypadku funkcj¡ wa»¡c¡,
zde�niowan¡ w taki sposób, aby P ⊂ Pm. Oznacza to, i» dla dowolnego mo-
delu P (s) ∈ P rozwa»anego obiektu � czyli dla ka»dej dopuszczalnej warto±ci
opó¹nienia T0 � istnieje taka funkcja ∆(s) ∈ H∞ o jednostkowo ograniczonej
normie, »e 1 + ∆(s) ·Wm(s) = e−T0s.

Funkcj¦ wa»¡c¡ Wm(s) ∈ RH∞ nale»y zatem dobra¢ tak, aby speªniona
byªa nierówno±¢

∣∣∣∣
P (jω)
P̄ (jω)

− 1
∣∣∣∣ ≤ |Wm(jω)|, ∀ω, T0

czyli
∣∣e−jT0ω − 1

∣∣ ≤ |Wm(jω)|, ∀ω, T0.

Kªad¡c D(ω) = D(ω, T0) =
∣∣e−jT0ω − 1

∣∣, z ªatwo±ci¡ stwierdzamy, »e

D(ω) =
√

2(1− cos(T0ω)), minD(ω) = 0 oraz maxD(ω) = 2.

Funkcja D(ω) swoje pierwsze maksimum osi¡ga dla pulsacji ω?(T0) = π/T0,
T0 > 0. Dla 0 ≤ ω ≤ ω?(T0) funkcja ta ma przebieg monotonicznie ros¡cy
o asymptotycznym nachyleniu +20dB/dek (co ªatwo jest sprawdzi¢, korzys-
taj¡c z przybli»enia cos(T0ω) ≈ 1 − T 2

0 ω2/2, T0ω ∈ O(0)). Najmniejsz¡
interesuj¡c¡ nas warto±ci¡ pulsacji ω?(T0) jest ω?(T0max) = π/T0max .

Powy»sze spostrze»enia nasuwaj¡ my±l, aby jako funkcj¦ wa»¡c¡ przyj¡¢

Wm(s) =
ks

1 + T0maxs
(4.45)
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o odpowiednio dobranej warto±ci parametru k > 0. �¡daj¡c, aby D(ω, T0max)
≤ |Wm(jω)|, ∀ω, otrzymujemy warunek

kω√
1 + T 2

0max
ω2

∣∣∣∣∣∣
ω=ω?(T0max)

≥ 2

z którego wynika poszukiwane nierówno±ciowe ograniczenie na parametr k

k ≥ 2
√

1 + π−2 · T0max .

Warto podkre±li¢, »e powy»sza prosta funkcja wa»¡ca (4.45) nie jest
jedyn¡ postaci¡ tej funkcji. Przykªadowo, dopuszczalna jest funkcja staªa
Wm(s) = Wm = 2. Praktyczne znaczenie takiego rozwi¡zania jest jednak
niewielkie, ze wzgl¦du na jego zbyt 'zachowawczy' charakter (por. przy-
kªad 4.3.x ). Zach¦camy Czytelnika do porównania amplitudowych charak-
terystyk Bodego funkcji e−jT0ω − 1 oraz odpowiednio sparametryzowanej
funkcji wa»¡cej (4.45).

Zadanie 4.3.1 Dany jest ukªad regulacji o schemacie jak na rys. 4.xx.

Rys. 4.xx. Strukturalny schemat ukªadu regulacji

Obiekt regulacji opisany jest operatorow¡ transmitancj¡

Gp(s) =
1

(1 + T1s)(1 + T2s)
, T1 = 0.2 s, T2 = 0.04 s

ponadto w ukªadzie stosuje si¦ regulator caªkuj¡cy o transmitancji Gc(s) =
kc/s, za± transmitancja Gs(s) = 1/(1 + T0s), T0 ≥ 0, modeluje wªasno±ci
czujnika wielko±ci sterowanej.

Od ukªadu zamkni¦tego »¡da si¦ zapasu wzmocnienia Mg = 10 dB. Na-
stawiaj¡c regulator, przyj¦to upraszczaj¡ce zaªo»enie T0 = 0 s, co oznacza, »e
uznano wpªyw dynamiki czujnika jako pomijalny. Jak¡ warto±¢ kc nastawy
regulatora uzyskano? Zbadaj odporno±¢ stabilno±ci ukªadu regulacji zapro-
jektowanego w taki sposób, okre±laj¡c maksymaln¡ dopuszczaln¡ warto±¢
staªej czasowej T0 czujnika, dla której ukªad ten zachowa stabilno±¢.
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Odpowied¹ Przy T0 = 0 s »¡dany zapas wzmocnienia zapewnia

kc = 10−Mg/20 · T1 + T2

T1T2
= 9.4868 s−1.

Przedziaª dopuszczalnych zmian staªej czasowej T0 ≥ 0 czujnika wynika z
analizy nierówno±ci a0 + a1T0 + a2T

2
0 < 0, gdzie

a0 = T1T2(kcT1T2 − T1 − T2)
a1 = (T1 + T2)(2kcT1T2 − T1 − T2)
a2 = (T1 + T2)(kc(T1 + T2)− 1).

Dopuszczalna warto±¢ staªej czasowej czujnika wynosi T0max = 0.10855 s.
Rys. 4.22 ilustruje destabilizuj¡cy wpªyw niepewno±ci modelu sprz¦»enia
zwrotnego: pokazano tam odpowiedzi skokowe nominalnego ukªadu (T0 =
0 s) oraz przykªadowego ukªadu 'rzeczywistego', w którym T0 = T0max/2.

Rys. 4.22. Ilustracja wpªywu niedokªadno±ci modelowania toru pomiarowego

Zadanie 4.3.2 Schemat serwomechanizmu zªo»onego z silnika pr¡du staªe-
go, proporcjonalnego regulatora oraz czujnika poªo»enia waªu silnika przed-
stawiony jest na rys. 4.28. Parametry operatorowej transmitancji silnika
maj¡ posta¢: T0 = 0.05 s oraz T = 0.2 s. Przyj¦to, »e dynamik¦ czujnika
modelowa¢ mo»na za pomoc¡ idealnego czªonu opó¹niaj¡cego e−Tms, Tm ≥ 0.

Zakªadaj¡c zerow¡ warto±¢ opó¹nienia Tm tego czªonu, dobierz wzmoc-
nienie kc proporcjonalnego regulatora, zapewniaj¡ce odpowiedzi skokowej
zamkni¦tego ukªadu przeregulowanie κ = 0.2. Jaki jest nominalny zapas
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Rys. 4.28. Strukturalny schemat serwomechanizmu

fazy Mp tak zaprojektowanego ukªadu regulacji? Nast¦pnie, zachowuj¡c
obliczon¡ warto±¢ wzmocnienia kc, okre±l krytyczn¡ warto±¢ Tmmax pomi-
arowego opó¹nienia, przy której zamkni¦ty ukªad znajdzie si¦ na granicy sta-
bilno±ci. Jaka jest wówczas warto±¢ pulsacji nietªumionych drga«? Porównaj
przebiegi odpowiedzi skokowych nominalnego ukªadu zamkni¦tego (Tm = 0)
oraz przykªadowego 'rzeczywistego' ukªadu zamkni¦tego (0 < Tm < Tmmax).
Na koniec, zmody�kuj wzmocnienie kc regulatora w taki sposób, aby dla
wyznaczonej krytycznej warto±ci Tmmax pomiarowego opó¹nienia zamkni¦ty
ukªad regulacji charakteryzowaª si¦ zakªadanym zapasem fazy Mp.

Odpowied¹ Wzmocnienie regulatora dla Tm = 0 wyznaczamy zgodnie
z formuª¡ kc = T0/(4ζ2T ), przy czym wspóªczynnik tªumienia ζ dany jest
znanym wzorem (3.5). A zatem przy ζ = 0.4559 wzmocnienie to osi¡ga
warto±¢ kc = 0.3006, czemu odpowiada zapas fazy Mp = 48.14◦. Niech
k = kc/T0 = 6.0141 s−1. Krytyczna warto±¢ opó¹nienia w torze sprz¦»enia
zwrotnego wynosi

Tmmax =
π
2 − arctan

√
1
2(
√

1 + 4k2T 2 − 1)
√

1
2(
√

1 + 4k2T 2 − 1)
· T = 0.1876 s.

Pulsacja nietªumionych drga« ukªadu na granicy stabilno±ci ma warto±¢

ωn =

√
1
2(
√

1 + 4k2T 2 − 1)

T
= 4.4794 rad · s−1.

Zmody�kowane wzmocnienie regulatora dla Tm = Tmmax wyznacza si¦ ze
wzoru

kc = ωgcT0

√
1 + ω2

gcT
2 = 0.10346

przy czym odpowiedni¡ warto±¢ pulsacji odci¦cia ωgc = 1.9304 rad ·s−1 uzys-
kuje si¦, rozwi¡zuj¡c nieliniowe równanie
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ωgc =
π
2 − arctan(ωgcT )−Mp

Tmmax

.

Na rys. 4.29 pokazano wyniki komputerowych symulacji.

Rys. 4.29. Ilustracja wpªywu opó¹nienia w torze sprz¦»enia zwrotnego ukªadu regulacji �
porównanie skokowych odpowiedzi: a) ukªad bez opó¹nienia (Tm = 0, kc = 0.3006), b)
ukªad z opó¹nieniem bez mody�kacji (Tm = Tmmax/2 = 0.0938 s, kc = 0.3006, c) ukªad z

opó¹nieniem z mody�kacj¡ (Tm = Tmmax = 0.1876 s, kc = 0.10346)

Zadanie 4.3.3 Dany jest zbiór modeli pewnego obiektu regulacji

Gp(s) =
1

s− p
·G0(s), pmin ≤ p ≤ pmax

gdzie G0(s) jest znanym czynnikiem operatorowej transmitancji tego obiektu,
za± parametr p pozwala na uwzgl¦dnienie parametrycznej niepewno±ci mo-
delowania (identy�kacji), obejmuj¡cej warto±¢ jednego bieguna tej transmi-
tancji. Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, i» w ogólnym przypadku niepewno±¢,
o której mowa, mo»e dotyczy¢ tak»e oceny stabilno±ci czynnika 1/(s− p).

Wyznacz standardow¡ ilorazow¡ (odwrotn¡ multiplikatywn¡) reprezen-
tacj¦ powy»szego zbioru niepewnych modeli, przyjmuj¡c

Gp(s) =
Ḡp(s)

1 + ∆(s) ·Wi(s)
(4.46)

gdzie Ḡp(s) oznacza nominalny model obiektu regulacji, ∆(s) ∈ RH∞ jest
znormalizowan¡ funkcj¡ (|∆(jω)| ≤ 1, ∀ω), za± Wi(s) to odpowiednio do-
brana funkcja wa»¡ca.
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Odpowied¹ Model nominalny ma posta¢

Ḡp(s) =
1

s− p̄
·G0(s), gdzie p̄ =

pmin + pmax

2
.

Gdy p̄ = 0, przyjmujemy Wi(s) = pmax/s oraz ∆(s) = ∆ ∈ [−1, 1]. Dla
p̄ 6= 0, zachowuj¡c t¦ statyczn¡ posta¢ funkcji ∆(s), mamy ponadto

Wi(s) =
rpp̄

s− p̄
, gdzie rp =

pmax − pmin

pmin + pmax
.

Zauwa»my, »e w obu wyró»nionych przypadkach zachodzi

Wi(s) =
pmax − pmin

2
· 1
s− p̄

.

Zadanie 4.3.4 Rozwa»my zbiór modeli

Gp(s) =
1

1 + Tps
·G0(s), Tpmin ≤ Tp ≤ Tpmax

gdzie G0(s) jest znanym czynnikiem transmitancji operatorowej danego o-
biektu dynamicznego, za± parametr Tp pozwala na uwzgl¦dnienie w opisie
tego obiektu niepewno±ci co do warto±ci wyró»nionej staªej czasowej. W
ogólnym przypadku niepewno±¢ modelu dotyczy zatem tak»e jego stabilno±ci.

Wyznacz standardow¡ ilorazow¡ (odwrotn¡ multiplikatywn¡) reprezen-
tacj¦ powy»szego zbioru niepewnych modeli, przyjmuj¡c Gp(s) zgodnie ze
wzorem (4.46).

Odpowied¹ Model nominalny ma posta¢

Ḡp(s) =
1

1 + T̄ps
·G0(s), gdzie T̄p =

Tpmin + Tpmax

2
.

Gdy T̄p = 0, przyjmujemy Wi(s) = Tpmaxs oraz ∆(s) = ∆ ∈ [−1, 1]. Dla
T̄p 6= 0 oraz funkcji ∆(s) o takiej samej statycznej postaci, mamy

Wi(s) =
rTp T̄ps

1 + T̄ps
, gdzie rTp =

Tpmax − Tpmin

Tpmin + Tpmax

.

Ponadto, dla dowolnego T̄p zachodzi

Wi(s) =
Tpmax − Tpmin

2
· s

1 + T̄ps
.
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Warto porówna¢ widmowe wªasno±ci funkcji Wi(s) wyznaczonych w ni-
niejszym zadaniu oraz zadaniu 4.4.3. Zach¦camy tak»e Czytelnika do wyko-
nania oblicze« i wyci¡gni¦cia analogicznych wniosków dla zbioru modeli
(1 + Tzs) · G0(s) rozwa»anych w przykªadzie 4.3.3 oraz dla odpowiednich
modeli (s− z) ·G0(s) z zerem o niepewnej warto±ci z.

Zadanie 4.3.5 Dany jest wej±ciowo-wyj±ciowy model z niepewnym wzmoc-
nieniem: Gp(s) = k · G0(s), gdzie kmin ≤ k ≤ kmax jest liczb¡ rzeczywist¡,
za± G0(s) oznacza znan¡ transmitancj¦ operatorow¡.

Zakªadaj¡c, »e kmin + kmax 6= 0, wyznacz standardow¡ multiplikatywn¡
oraz odwrotn¡ multiplikatywn¡ reprezentacj¦ powy»szego modelu.

Odpowied¹ Kªad¡c

k̄ =
kmin + kmax

2
, k̃ = 2

kminkmax

kmin + kmax
oraz rk =

kmax − kmin

kmin + kmax

a ponadto przyjmuj¡c, »e ∆ ∈ R, |∆| ≤ 1, otrzymujemy nast¦puj¡ce modele,
w których uwzgl¦dnia si¦ rozwa»any typ parametrycznej niepewno±ci:

Gp(s) = k̄G0(s) · (1 + ∆ · rk)

oraz
Gp(s) =

k̃G0(s)
1 + ∆ · rk

.

Zauwa»my, »e w praktycznie istotnym przypadku � to znaczy wtedy, gdy
k̄ 6= k̃ � modele nominalne k̄G0(s) oraz k̃G0(s), zwi¡zane z powy»szymi
reprezentacjami niepewno±ci, ró»ni¡ si¦.

Zadanie 4.3.6 Zaªó»my, »e warto±¢ wybranego dowolnego parametru α
operatorowej transmitancji danego obiektu dynamicznego zmienia si¦ w prze-
dziale α ∈ [αmin, αmax], gdzie αmin < αmax (zob. przykªad 4.3.3 oraz zadania
4.3.3 -4.3.x ).

Korzystaj¡c z nast¦puj¡co zde�niowanych pomocniczych zmiennych:

ᾱ =
αmin + αmax

2
oraz rα =

αmax − αmin

αmin + αmin
, αmin + αmax 6= 0

sformuªuj wystarczaj¡ce warunki, przy których taki przedziaªowy model
niepewno±ci dopuszcza zmian¦ znaku parametru α.
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Odpowied¹ Warunki wystarczaj¡ce (lecz nie konieczne!) to: ᾱ = 0
lub rα > 1.

Zadanie 4.3.7 Dany zbiór modeli

Gp(s) =
1

1 + as + s2
, amin ≤ a ≤ amax.

Kªad¡c a = ā+∆a ·∆, gdzie ā = (amin + amax)/2, ∆a = (amax− amin)/2
oraz −1 ≤ ∆ ≤ 1, wyznacz odpowiedni¡ standardow¡ zmody�kowan¡ ilo-
razow¡ reprezentacj¦ tego zbioru niepewnych modeli.

Odpowied¹ Standardowa zmody�kowana ilorazowa reprezentacja ma
posta¢ (por. wzór (4.46))

Gp(s) =
Ḡp(s)

1 + ∆ · Ḡp(s) ·Wi(s)

w której Ḡp(s) oznacza model nominalny, za± Wi(s) jest funkcj¡ wa»¡c¡,
przy czym

Ḡp(s) =
1

1 + ās + s2
, oraz Wi(s) = ∆as.


