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Rozdzial 1

Liniowe réwnanie rozniczkowe
zwyczajne o stalych
wspolczynnikach jako
podstawowy model ukladu
dynamicznego. Modele
rownowazne podstawowemu

W rozdziale tym rozwazono zastosowanie liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych o statych wspétczynnikach jako podstawowych modeli wejscio-
wo-wyjéciowych ukltadéw dynamicznych. Pokazano w jaki sposéb mozna
wykorzystaé przeksztatcenie Laplace’a do wyznaczania rozwiazan takich row-
nan oraz do oceny poczatkowych i koricowych (ustalonych) wartosci mode-
lowanych proceséw. Wprowadzono pojecie transmitancji operatorowej ukta-
du dynamicznego oraz rozwazono wyznaczanie typowych charakterystyk cza-
sowych na podstawie takich transmitancji. Omoéwiono podstawowe zasady
przeksztatcania schematéw strukturalnych oraz graféw sygnatowych trak-
towanych jako dogodne reprezentacje modeli uktadéw dynamicznych.

1.1 Zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a

Przyklad 1.1.1 Rozwiaz jednorodne réwnanie rézniczkowe liniowe

ii(t) + 5y (t) + 6y(t) = 0
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6 ROZDZIAEL 1. PODSTAWOWE MODELE
7z warunkami poczatkowymi: y(01) = a oraz §(01) = b.

Rozwiazanie Dokonujac transformacji Laplace’a, uzyskujemy s?Y (s)—
sy(0T) —g(0T) +5(sY (s) —y(01)) + 6Y (s) = 0, skad wynika, ze

_ba+b+as 5a + b+ as

T 6+5s+s2  (245)(3+5)

Y(s)
Bieguny transformaty Y (s) sa wiec biegunami pojedynczymi. Zatem, rozkta-
dajac Y (s) na utamki proste, otrzymujemy

Y()_3a+b_2a+b
T oy T 3+s

Rozwiazanie w dziedzinie czasu wyznaczamy, dokonujac odwrotnej trans-
formacji Laplace’a

y(t) =LY (s))=Ba+b)-e 2 —(2a+b)-e3 t>0. (1.1)

Sprawdzmy otrzymany wynik, korzystajac ze wzoru Haeviside’a

L(s) —2t L(s) —3t
(t) = e+ et >0
M/(S) s=—2 M’(S) s=—3
w ktorym Y (s) = % oraz M'(s) = d]\;[s(s). Zatem, uwzgledniajac r6wnosé

M'(s) =5+ 2s, otrzymujemy wyrazenie dane wzorem (1.1).

Przyklad 1.1.2 Rozwiaz rownanie catkowo-rézniczkowe
t
30 +4 [ e Iy(ryir 390 =1, y(0) = 1.
0

Rozwigzanie Dokonujac transformacji Laplace’a, otrzymujemy sY (s)—
y(0T) +4- L(et xy(t)) +3Y(s) = 1/s. Skad wynika, ze

s—1 1 1
Y(S):s(l—i—s) :1+s_s(1+s)

a nastepnie (por. dodatek 1)
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Przyklad 1.1.3 Rozwiaz niejednorodne réwnanie rézniczkowe
y@(8) + 4y (1) + 49D (1) + By(t) = u(?)
zaktadajac wymuszenie u(t) w postaci jednostkowej funkcji skokowej oraz
warunki poczatkowe: y(01) =1, y(M(0F) = 2, 4@ (0F) = 3.
Rozwigzanie Korzystajac z nastepujacych wzoréw:

LyM(E) = sY(s)—y(0h)
LyP@) = s*Y(s)—sy(0) —yM(0T)
s) — s?y(07) — sy (0F) — yP(0™)

wyznaczamy

1+ 155 + 652 + 3

Yis) = $(3 +4s +4s% + s3) (12)

Rozkladajac (1.2) na utamki proste, uzyskujemy

y(s) = L 4 080952  —4.28571 + 0.14286s
~3s 345 0.866032+ (0.5+5)%

Na tej podstawie otrzymujemy y(t) = 0.33333 + 0.80952e 3! + 5.03322¢ " -
sin(0.86603t — 0.02839), t > 0.

Przyklad 1.1.4 Znalez¢ wartosé poczatkows pochodnej sygnatu f(t), gdy
dana jest jego transformata Laplace’a

14 3s

Fe) = st e

f ﬁ)ozzviazanie Niech g(t) = f(t). Wtedy G(s) = L(g(t)) = sF(s) —
07). Ale

2
e . . s+3s°
fO7) = Jlim f() = Jim oF(s) = fim 0 =3 (9)
Stad
s+ 3s? —3—2s
G = " — =
(s) 14 s+ 52 1+ s+ s2

Mamy zatem
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g(0") = lim g(¢) = lim sG(s) = lim _357_282 = -2
t—0+ 5—00 s—oo 1 + s+ 52

Formalnie rzecz biorac, nalezatoby sprawdzié¢, czy istnieje granica g(0T).
Wyznaczmy f(t). Ze wzoru (1.3) wynika, ze mianownik transformaty F'(s)
posiada zera zespolone: 145452 = 3/4+(1/2+5s)2. Przeto f(t) = —1/V/3-
e /2 . sin(\/3t/2) + 3e 2 - cos(v/3t/2), t > 0, oraz f(01) = 3. Pochodna
f(t) wyraza sie wzorem g(t) = —v/3e"/2 . sin(v/3t/2) — 2e /% . cos(v/3t/2),
t>0. A zatem g(0") = —2.

Zadanie 1.1.1 Poslugujac sie metoda transformacji Laplace’a, rozwiaz
jednorodne réwnanie rézniczkowe

§(t) +3y(t) +2y(t) =0, y(07) =a, H(0F)=0b.
Odpowiedz y(t) = (2a+b)-et—(a+b)-e 2, ¢t>0.

Zadanie 1.1.2 Stosujac metode transformacji Laplace’a, znajdz rozwia-
zanie niejednorodnego réwnania rézniczkowego

() +29(t) +5y(t) = 3-1(1), y(0") =0, (") =0.
Odpowiedz y(t) =0.6 — 0.3¢~!-sin2t — 0.6e~" - cos 2t, t > 0.
Zadanie 1.1.3 Schemat ideowy pokazany na rys. 1.1 jest modelem rzeczy-
wistego ukltadu rézniczkujacego. Oblicz odpowiedz y(t) tego uktadu na

pobudzenie skokowe wu(t) = E - 1(t), jezeli na pojemnosci C' znajduje sie
ladunek poczatkowy +Qo.

u(t)(glc =[] Ty

Rys. 1.1. Obwod RC

Odpowiedz y(t) = (E —Uy) - e %", t > 0, gdzie Uy = Qy/C oraz
T = RC.
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Zadanie 1.1.4 Model obiektu dany jest réwnaniem rézniczkowym

§(t) + 4y () + 3y(t) = u(t)

przy czym wszystkie warunki poczatkowe sa zerowe. Zaktadajac sygnat wej-
Sciowy u(t) = 2cos 3t, t > 0, wyznacz sygnal y(t).

Odpowiedz y(t) = —0.0667 cos 3t+0.1333 sin 3t +0.1667 e 3! —0.1e~,
t>0.

Zadanie 1.1.5 Rozwiaz uklad réwnan rozniczkowych

U1 — 292 + 1 = 1(t)
Y1+ 92 —2y2 = e+ 1(t)
y1(0%) =1, 42(07) =0.
Odpowiedz yi(t) =1—2e 2 +e ' — 1€l oraz yo(t) = 1 — ge 2 —
t>0.

et

7

1
3

Zadanie 1.1.6 Korzystajac z catki Duhamela, wyznacz oryginal transfor-
maty

S

o= aramrs

a #b.

. . _ a —at_b, —bt
Odpowiedz f(t) = “—=“—,t > 0.

Zadanie 1.1.7 Wyznacz transformate Laplace’a funkcji
oo
f&) =1t —n).
n=1

—s

Zadanie 1.1.8 Wyznacz transformate Laplace’a funkcji (n =0, 2, 4, ...)

£(t) = 1 dlan<t<n+1
|l -1 dlan+1<t<n+2.

Odpowiedz F(s) = L(f(t)) = ==
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Zadanie 1.1.9 ZnajdZ oryginat g,(t) = L71(G,(s)) transformaty

n

Gn(s) = H(z +s)7!, neN

i=1
Odpowiedz gn(t) =>"" ae ™, t >0, gdzie a; = %, ieN.
Zadanie 1.1.10 Znajdz oryginal transformaty

n—1 n

Gn(s) = H22+S HQ’L—l—I—S , neN.
=1 =1

OdpowiedZz Rozwiazanie dane jest wzorem

n

gn(t) = L7H(Gn(s)) =D aie” D £ >0

=1
przy czym
(2(i — 1) — DI+ (2(n — i) — DI
26— D))~ (2(n — i)l

zag: 1-3-5---(2k—1)=2k—1!I,2-4-6---(2k) = (2k)!! oraz k!l =1 dla
k <O0.

a; =

1.2 Transmitancja operatorowa oraz charakterys-
tyki czasowe ukladu dynamicznego

Przyklad 1.2.1 Oblicz odpowiedz impulsows oraz skokowa uktadu o trans-
mitancji operatorowej

24 + 30s + 8s2

) = o a6 0 4 55

Rozwigzanie Poniewaz G(s) jest transmitancja o jednokrotnych biegu-
nach
L(s)  24+30s+ 8s?
T M(s)  (24s)(B3+s)(4+s)

zatem odpowiedZ impulsowa obliczy¢ mozna w nastepujacy sposob:
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0= 50| ol e 12

gdzie M'(s) = dA;[s(s) = 26 + 185 + 3s%. Wynika stad, ze

g(t) = —2e72t —6e 3 + 167, > 0.
Odpowiedz skokowsa obliczamy analogicznie ze wzoru

L(s) L(s)

_ L(s) _
h t — . 2t . 3t
R V(5| s | U v | N
L(s) —4t
. >
SM'(s) |4 » 120

Skad ostatecznie otrzymujemy
h(t)=1+e 2 4273 —4e™ ¢t >0.
Przyktad 1.2.2 Oblicz oryginal transformaty

1
Fo) =Sy

korzystajac: a) z metody rozktadu na utamki proste, b) ze wzoréw Hae-
viside’a, ¢) z twierdzenia Borela, d) z twierdzenia o transformacie catki
oryginatu.

Rozwiazanie a) Zapisujac F'(s) w postaci

a b
F(s)=-
() S * 1+Ts
tatwo stwierdzamy, ze a = 1 oraz b = —T'. Zatem, zgodnie z podstawowymi

regutami transformacji Laplace’a (por. dodatek 1), otrzymujemy f(t) =
1—e T t>0.

b) Wyrazajac F(s) jako
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gdzie L(s) = 1 oraz M(s) = 1+ T's, oryginal f(t) mozemy przedstawic
nastepujaco:

L L
f(t) — (S) (/8) . e—t/T’ t 2 0
M(s) |y~ sM'(s) s=—1/T

przy czym M'(s) = d]\ggs) =T. Mamy zatem f(t) =1—et/T ¢t >0.

¢) Zapisujac F(s) w postaci

o =£(e(3) " (7))

oryginal f(t) obliczamy ze wzoru

Poniewaz

1 1 e t/T

-1 — = -1 — *

L <s> 1(t) oraz L (l—l—Ts) T 1(t)
przeto f(t) =171 [; e tN/Tgr =1 —eUT ¢ >0.

d) Jak tatwo zauwazy¢

Obowiazuje bowiem réwnosé

3 1 e—t/T
= -1(¢).
£ (1 +Ts T ®)

Na tej podstawie otrzymujemy f(t) = —e™/T| =1 —e 4T ¢t > 0.

Przyktad 1.2.3 Znajdz oryginatl transformaty

1+ 3s + 52
e
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Rozwigzanie Przedstawiajac F'(s) w postaci

F(s)

. m i a2 n as
S 14s (1+s)2 (1+5)3

stwierdzamy, ze a1(1 + s)? + ao(1 + 8) + a3 = 1 + 3s + s2. Zatem: a; = 1,
2a1 + ap = 3 oraz a; + az + a3 = 1. W efekcie mamy: a; = 1, ag = 1 oraz
az = —1. Ze wzoru

1 tn—l.at
51(( ): © n>1, t>0

—a+ s)" (n—1)" - -
uzyskujemy rozwiazanie f(t) = (14t — 0.5t%) -e~t ¢ > 0.

Przyktad 1.2.4 Znajdz odpowiedz impulsowsg oraz skokowa modelu danego
transmitancja operatorowa
45 4+ 20s + 7s? 45 4 20s + 7s?

15+ 11s+5s24+s3 (34 )(224 (14 s)?) (14)

G(s)

Rozwiazanie Rozkladajac (1.4) na utamki proste, otrzymujemy

6 9+ s

G(S):3+s+22+(1+5)2'

Odpowiedzia impulsows, jest zatem
g(t) = 673" + (cos 2t + 2sin2t) -e”t, > 0.
Z rozktadu na utamki proste transformaty odpowiedzi skokowej H (s)

_G(s) 3 2 1+s

s s 3+s 2+ (1+s)2

wynika, ze odpowiedZ ta ma postaé

h(t) =3 —2e 3 —et.cos2t, t>0.

Przyktad 1.2.5 Dla modelu o transmitancji

2 + 8s + 1652

= Gy

wyznacz odpowiedz na pobudzenie u(t) pokazane na rys. 1.2a.
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a) b)
u(t) Aau(t) u1(t)

2 2{ o0—m———
1] o 11 e us(t)
t t

» »

‘ hd T T T Ll hd T 1 L
1.2 3 4 1 2\3 4
u,(t)

Rys. 1.2. Przyktad pobudzenia

Rozwiazanie Zauwazmy (por. rys. 1.2b), ze u(t) = u1(t) + ua(t) +
uz(t), gdzie: ui(t) = 2-1(t — 1), ua(t) = —(t — 2) - 1(t — 2) oraz us(t) =
(t —4)-1(t — 4). Transformata pobudzenia u(t) dana jest zatem wzorem

2¢~5 6723 6743

U(s) = . —324— 5

Odpowiedz uzyskuje sie po odwroceniu transformaty G(s) - U(s), co
wymaga znalezienia dwéch transformat odwrotnych

o 2F8s+ 1652 oy -1 2H8sF 165>
s(24s)(1+s)? $2(24+ 5)(1 + s)?

a nastepnie zastosowania twierdzenia o translacji w dziedzinie oryginalu. W
pierwszym przypadku zachodzi

2 + 8s + 1652 _ L(s) ap n ail n a12 n as
s2+s)(1+s)? sM(s) s 1+s (1+s)? 2+s
przy czym:
_ L(s) _ 1 d® D [ L(s)
ag = M(SS) o0’ a1l = 2—1)! ds—1D) (st(s)) s——1
_ 1 d®? [ L(s) — _L(s)
a12 = (2=2)! 4s(2—2) <5M18(3)> =1’ a2 = sM1S(s) s=—2

gdzie Mi(s) =2+ s. Na tej podstawie otrzymujemy

2+ 8s + 1652 1 24 10 25

s(2+s)(1+s)? _§+1+s_(1+s)2_2+s

skad wynika, ze
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1( 2 + 8s + 1652
S

R S)2> =1+ (24—10t)-e " — 2572 t>0. (1.5)

W podobny sposéb wyznacza sie druga transformate odwrotna:

N 2 + 8s + 1652 3 .25 _
1 t 2t

= 4+¢t—(14—10¢) - = t>0. (1.6
<82(2+8)(1+8)2> 2" ( Jret 2¢ = (16)

Ze wzoréw (1.5) i (1.6) oraz twierdzenia o translacji w dziedzinie orygi-
natu wnioskujemy, ze

yt) = (24 (48 —20(t — 1)) - e~ (=1 —50e 2=y 1t — 1) —
—(15+(t—2)—(14—10(t —2)) - e~ "2 £ 1257 2072)) . 1(¢ — 2) +
+(15+ (t—4) — (14— 10(t — 4)) - e~ 1125720y 1(¢ — 4).

Zadanie 1.2.1 Okredli¢ odpowiedz impulsows uktadu o transmitancji ope-
ratorowe]j
1
G(s) = 5.
() s?(a+ s)

a

Odpowiedz g(t) =t + <51 ¢ >0.

Zadanie 1.2.2 Dla modelu danego transmitancja operatorowa,

Y(s)  3+4+s+4(1+5)%(1+3s+s?)
U(s) (1+5)%(1+3s+ s?)

G(s) =

ustal warto$¢ sygnalu wyjsciowego y(t) dla t = 01 ¢t — oo, jezeli sygnal
wejsciowy u(t) ma postaé skoku jednostkowego.

Odpowiedz lim; .oy(t) =1 oraz lim; . y(t) = 4.

Zadanie 1.2.3 Oblicz odpowiedz impulsowa ukladu opisanego dang trans-
mitancja:
2
a) Gls) = 455,
_ 749545
b) G(s) = G567

c) G(s) = 5-1+22ﬁi2
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Odpowiedz Odpowiedzi impulsowe (dla t > 0):

a) g(t) = (L+1?) e,

d5(t) —t —2t
b) g(t) = +20(t) +2e "t —e
c) g(t) = (5 sin 2t + 2cos2t) - e~!

Zadanie 1.2.4 Schemat ideowy pokazany na rys. 1.3 jest przyktadem
modelu ukladu drugiego rzedu. Traktujac napiecie u;(t) jako wielkosé¢ wej-
$ciowa, za$ ua(t) jako wielko$¢é wyjsciowa, wyznacz operatorowa transmi-
tancje tego uktadu.

R1 R2
uy(t) ({) c1TI ;—ﬂuzu)

Rys 1.3. Uktad RC drugiego rzedu

OdpowiedZ Rozwazana transmitancja ma postaé

Us(s) 1

Ui(s) 14 (Ty +To +Ti2)s + Ty Ths>

gdzie: T1 = RlCl, TQ = RQCQ oraz T12 = Rlcz.

Zadanie 1.2.5 Wyznacz odpowiedz impulsowa oraz skokowa, obiektu mo-
delowanego dang transmitancja operatorowa:

39426545
a) G(s) = (I+s) 3fs)(f+s)=
45+205+7
b) G(s) = 15+115—5552i-537

36+12s+4s2
¢) G(s) = Sogi2stalesd

d) G(S) 1+52+25:_r53)(1+82)

S S S 84 S
) G(s) = SHEHE o a0t
F) Glo) = S1gelseaane
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Odpowiedz Odpowiedzi impulsowe (dla t > 0):

a) g(t) = 3e~" — 373 4 5e4,

b) g(t) = 673 + (2sin 2t + cos 2t) - e

c) g(t) = —(32 —20t) - 72t + (33 + 9t)

d) g(t) = 0.6667¢! — 0. 26676_2t 0.4472 cos(t — 0.4636),

e) g(t) = —(908 — 220t + 12t?) - e=t + (956 + 388t + 552t2) - e =2t
£) g(t) =142t —24e " + 596_2t.

Odpowiedzi skokowe (dla t > 0):

a) h(t) = 3 25 —3e !t 4+ e73 — 1.25¢ 4,

b) h(t) =3 —2e73" — e~ . cos 2t,

c) h(t) = 1 + (11 = 10t) - e72 — (12 + 3t) - e3¢

d) h(t) = —1 + 0.6667¢! + 0. 13336—% 0.4472 sin(t — 0.4636),

e) h(t) =1+ (712 — 196t + 12t2) —t— (713 + 470t + 276t2) - e~ 2,
£) h(t) =55+t +t> +24et - 29.56—2#

Zadanie 1.2.6 Okresl odpowiedz uktadu opisanego transmitancja G(s) na
zadane pobudzenie u(t):

a) Gs) = ;22H0 s u(t) = 1-1(1),

b) G(s) = ZEHE0 () = (—1+2) - 1(p).

OdpowiedZz Poszukiwana odpowiedz dana jest wzorem:

a) y(t) = —2.02 + 2.6t + 2 + 2.5¢ 72 — 0.48¢ 7% ¢ > 0,
b) y(t) = 2.0556 + 1.3333t + t2 — (70.5 — 27t) - e~2 + 68.4444e73 ¢ > 0.

Zadanie 1.2.7 Uktad dynamiczny opisany jest transmitancja G(s) = Y (s)/
U(s) = 1/s. Znajdz odpowiedz y(t) tego ukltadu na pobudzenie o postaci
u(t) =sint - 1(¢).

Odpowiedz y(t) = (1 —cost) - 1(1).

1.3 Przeksztalcanie schematéw strukturalnych

Przyklad 1.3.1 Na rys. 1.4 pokazane sg schematy strukturalne trzech
uktadow (dla uproszczenia rysunkéw pominig¢to oznaczenie zaleznosei trans-
mitancji operatorowej od zmiennej zespolonej s). Dla kazdego z tych ukta-
déw nalezy wyznaczyé zastepcza transmitancje operatorowa.
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K1KsKg
KK 4 +H(KqK K K — —

(KyKo+K 4)K5 [,
1+KoK3 K5

Rys. 1.4. Schematy strukturalne uktadéw dynamicznych

Rozwigzanie Przeksztatcenia schematéw powyzszych uktadow, zgod-
nie z regutami ’algebry schematéw strukturalnych’, pokazano réwniez na rys.
1.4. Jak wida¢, wlasciwe zastosowanie owych regut w zadnym z rozwazanych
przypadkéw nie wymaga wiecej niz trzech krokéw do tego, aby otrzymacé
wymagane rozwigzanie.

Przyklad 1.3.2 Na rys. 1.5 przedstawiono schemat strukturalny pew-

nego zamknietego uktadu regulacji (dla uproszczenia rysunkéw pominieto

oznaczenie zaleznodci transmitancji operatorowej od zmiennej zespolonej s).
Transmitancje poszczegélnych cztonéw tego uktadu maja postac:

k 1
Hi(s) =hi, Ha(s)=nha, Gi(s)=k, Gas)= f, G3(s) = 15 Tss
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1 1 1
p— G p—
1+ Tys’ 5(5) 1+ Tss’

H1 T’

G4(s)

Rys. 1.5. Schemat strukturalny uktadu regulacji

Podaj zastepczg transmitancje G(s) = Y (s)/U(s) tego uktadu.

Rozwigzanie Jak widaé, w rozwazanym uktadzie wystepuja trzy nie-
zagniezdzone petle sprzezeni zwrotnych. Petle te jednak tatwo uczyni¢ za-
gniezdzonymi: wystarczy w tym celu przenie$¢ wezet zaczepowy z wyjécia
cztonu o transmitancji Gs(s) na jego wejécie. Tak postepujac, uzyskujemy
uktad o strukturze przedstawionej na rys. 1.6.

H.Gsl¢
u G N N4
Gy G, GsGq
a G, ,
H, ¢

Rys. 1.6. Przeksztalcony schemat strukturalny uktadu z rys. 1.5

N

Transmitancje tego uktadu tatwo obliczamy ze wzoru

G3G4G5G6 (G + Ga)

G = .
1+ HiG4G5 + HoG3Gy + G3G4G5G6(G1 + Gz)

Podstawiajac dane sktadowych czton6w, ostatecznie stwierdzamy, ze

ko + k1s

) = o s + (halL+ To9) + (1 + Tos) (s + (L4 Tas) (1 + To)))’

Przyklad 1.3.3 Na rys. 1.7 przedstawiono graf sygnatowy. Opierajac sie
na regule Masona, wyznacz transmitancje operatorowa Y (s)/U(s).
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108

U(s) v Y(s)

Rys. 1.7. Graf przeplywu sygnalu

Rozwiazanie W grafie wyr6zniamy cztery $ciezki bezposrednie o trans-
mitancjach:

Pi(s) = —2-51.13=-265""

Py(s) = —2-51.(=160)-s71.-9 = 288052
Py(s) = 3-s51.9 = 27571

Py(s) 3-571.77-571.13 = 300352

oraz trzy petle o transmitancjach:

Li(s) = 108s7!
Ly(s) = s 1.(=160) 57177 = —12320s2
Li(s) = —114s71.
Petle Ly (s) oraz Ls(s) sa petlami nieskojarzonymi. Wyznacznik gtowny grafu

ma zatem postac
A(s) =1~ (L1(s) + La(s) + L3(s)) + L1(s)L3(s) = 1 + 651 + 8572

Podwyznaczniki grafu zwiazane ze Sciezkami Pi(s), Pa(s), P3(s) oraz Pa(s)
réwnaja sie odpowiednio:

Aq(s) 14114571
Ag(s) = 1
Az(s) = 1-108s!
Ay(s) = 1.

Po przeksztatceniach otrzymujemy

Y(s) 1 4 ' N 3+s
Us)  Als) ;R(S)AZ(S) T84 65t
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Zadanie 1.3.1 Na rys. 1.8a pokazany jest zlozony schemat strukturalny.
Podaj schemat uktadu réownowaznego z jednym wezlem sumacyjnym, a na-
stepnie wyznacz transmitancje operatorowa Y (s)/U(s).

a) b)

U(s) Y (s) U(s) Y (s)

M Gy(s) ?» Gy(s) »(f— 1+G,(s)|—»{ Gy (s) T

Rys. 1.8. Schemat strukturalny

OdpowiedZz Przeksztatcony schemat dany jest na rys. 1.8b, zas odpo-
wiadajaca mu transmitancja to

Y(s)

U(s)

=1+ GQ(S) + Gl(S)GQ(S).

Zadanie 1.3.2 Stosujac zasady przeksztalcania schematéw strukturalnych,
wyznacz operatorowa transmitancje Y (s)/U(s) uktadu o modelu pokaznym

na rys. 1.9.
» Gj(s)
U(s) G4(s) l YQ
E Gy(s)

Rys. 1.9. Ztozony schemat strukturalny

Odpowiedz Poszukiwana transmitancja ma postaé

Y (s) _ Gi(s) + Gs(s)
U(s) 1+ Gi(s)Ga(s)

Zadanie 1.3.3 Wyznacz schemat rownowazny schematowi z rys. 1.10a,
zastepujac sprzezenie zwrotne niejednostkowe sprzezeniem jednostkowym.



22 ROZDZIAEL 1. PODSTAWOWE MODELE

a) b)
R(s) K C(s)
® s(2+s) R(s)| 1+s k C(s)
2+s _f s(1+s)
2+s
1+s

Rys. 1.10. Schemat strukturalny uktadu zamknietego: a) uklad z niejednostkowym

sprzezeniem zwrotnym, b) uklad ze sprzezeniem jednostkowym

Odpowiedz Uktad rownowazny pokazano na rys. 1.10b.

Zadanie 1.3.4 Postepujac zgodnie z zasadami przeksztatcania schematow
strukturalnych, wyznacz transmitancje Y (s)/U(s) modelu z rys. 1.11.

» G;(s)
U(s) i Y (s)
»( / » G(s) G,(s) —
Gyls) Gg(s)

Rys. 1.11. Ztozony schemat strukturalny

h

Odpowiedz Transmitancje operatorowa tego modelu opisuje wzor

Y(S) B Gg(S) + Gl(S)GQ(S)
U(s) 1+ G1(5)Ga(s) + Go(s)G5(s) — G3(5)G4(5)G5(s)

G(s) =

Zadanie 1.3.5 Stosujac dla modelu z rys. 1.12 zasady przeksztalcania
schematow strukturalnych, okresl transmitancje operatorowa Us(s)/Ui(s).

Uy(s) 1 1 1 1 Uy ()

*%*_ R, PS¢, '_?* R, " sC, *ﬁ?‘r

Rys. 1.12. Model ukladu dynamicznego
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Odpowiedz Mamy

UQ(S) —1_ SR1C1
Ul(s) (1+5R101)(1 —I-SRQCQ) +sRCy’

Zadanie 1.3.6 W oparciu o regute Masona, wyznacz transmitancje ope-
ratorowg C'(s)/R(s) uktadu modelowanego grafem danym na rys. 1.13.

Rys. 1.13. Graf sygnalowy

s 1. C(s) (2+4s5)?
OdeWIedZ R(S) = W

Zadanie 1.3.7 Udowodnij, ze grafy pokazane na rys. 1.14a oraz 1.14b
modeluja te sama transmitancje operatorowa Y (s)/U(s). Jaka to transmi-
tancja?

Rys. 1.14. Grafy sygnalowe

Y(s)

P _ _ 1441154352
Odpowiedz Uls) =

1541154552453 °

Zadanie 1.3.8 Korzystajac z reguty Masona, podaj transmitancje opera-
torowa C(s)/R(s) uktadu modelowanego grafem z rys. 1.15.
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Rie)ko k4 C(s)

R

Rys. 1.15. Graf sygnalowy

OdpowiedZ Szukana transmitancja to

C(S) . 4]€0k1
R(s)  4ki —6+s+s%

Zadanie 1.3.9 Schemat strukturalny na rys. 1.16a jest modelem pew-
nego uktadu dynamicznego o dwoch wejsciach i dwoch wyjsciach. Nalezy
sprowadzi¢ ten schemat do réwnowaznej postaci pokazanej na rys. 1.16b.

a) b)
Uq(s) F1(9) Y4(s) Uq(s) 6.(0) Y4(8)
1
ﬁ Fa(s) :>< ><: G, ()
Fa(s) G3(s)
Uz(S)*i Fa(s) Y,(s) Uy(s) 6ulo) +y Yo (s)
4 P Gy

Rys. 1.16. Schemat strukturalny uktadu dwuwymiarowego

Odpowiedz Transmitancje z rys. 1.16b:

- Fi(s) g () Fa(s)Fu(s)
GO I ROBOEEAG Y T T RGRGOREORE
&xls) Fy(s)F3(s)Fa(s) (o) Fy(s)

G $)Fy(8)F3(s)Fy(s)’ T 1y Fi(s)F(s)F5(s)Fu(s)



Rozdziat 2

Modelowanie ukladéw
dynamicznych za pomocg
stacjonarnych modeli
wejScilowo-wyjsciowych.

Rozdziat dotyczy zagadnien zwigzanych z modelowaniem uktadéw dynamicz-
nych za pomoca stacjonarnych modeli wejsciowo-wyjéciowych. Pokazano w
jaki sposob, czyniac punktem wyjscia liniowe réwnania rézniczkowe opisujace
dynamike danego obiektu, wyznacza¢ operatorowa transmitancje wybranego
toru sygnatowego tego obiektu. Rozwazane sa obiekty (procesy) mecha-
niczne, elektryczne, hydrauliczne oraz termiczne. W pierwszej kolejnosci
zajmujemy sie modelowaniem elementéw ukladéw sterowania, a nastepnie
przechodzimy do modelowania prostych uktadéw automatycznej regulacji.

2.1 Modelowanie elementéw ukladéw sterowania

Przyklad 2.1.1 Okresl matematyczny model idealnej przektadni zebatej.
Podaj uktad elektryczny o analogowym charakterze.

Rozwiazanie Modelowana przekladnia (rys. 2.1) jest przektadnia ide-
alna. Ogznacza to, iz nieodksztatcalne kota zebate tej przektadni nie maja
wtasnej bezwladnosci, oraz ze w ruchu przektadni nie wystepuja luzy i po-
slizgi.

25
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8.0 (Do) M
|—|<:j a

Ny

Ll

M
910 (1) 5 (1)

Rys. 2.1. Schemat idealnej przektadni

Niech rozwazana przektadnia sktada sie z dwoch két zebatych o pro-
mieniach odpowiednio 7 oraz ro. Konsekwencjami przyjetego zalozenia sa
nastepujace relacje (proporcje): r191(t) = rota(t) oraz 71(t)/r1 = 12(t)/ra,
gdzie przez ¥1(t) oraz ¥2(t) oznaczono przemieszczenie katowe pierwszego
oraz drugiego kola zebatego, zas 71 (t) oraz T2(t) sg stosownymi momentami
obrotowymi zwigzanymi z pierwszym oraz drugim kotem zebatym. Pierwsza
z wymienionych relacji opisuje ré6wnoé¢ liniowych drég wykonywanych przez
odpowiednie punkty na obwodzie kol zebatych, za$ relacja druga wynika
7 réwnosci sit wyznaczajacych rozwazane momenty. Zaktadajac, ze liczba
zebow (N1 oraz Na) kazdego kota zebatego przekltadni jest proporcjonalna
do jego promienia, otrzymuje sie nastepujace zaleznogci:

Ti(t) _ 7a(t)
Ny Ny’
Oznaczmy przez wi(t) = 91(t) oraz wy(t) = V9(t) predkosci katowe
odpowiednich két. Jak tatwo zauwazyé¢, predkosci te powiazane sg réownoscia
lel (t) = Ngwg(t).
Analogowym uktadem elektrycznym jest idealny transformator o prze-
ktadni Ny : Na (rys. 2.2).

N1191 (t) = Ngﬁz(t) oraz (2.1)

L) i, ()

.

O > < O
uq(t)T N, N, Tuz(t)
o O

Rys. 2.2. Schemat idealnego transformatora

Z zasady zachowania mocy chwilowej uzyskuje sie rownanie uq(t)i1(t) =
ua(t)ia(t), gdzie wyi(t) oraz i1(t) oznacza napiecie oraz prad w uzwojeniu
wejsciowym (pierwotnym), zas$ ua(t) oraz ia(t) — w uzwojeniu wyjsciowym
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(wtornym). Z zasady zachowania strumienia magnetycznego wynika rownosé
Nyiq(t) = Naig(t). Na tej podstawie wnioskujemy, ze uq(t)/N1 = ua(t)/Na.
Jak zatem widzimy, parami wielkosci analogowych sa odpowiednio moment
obrotowy i napiecie oraz przemieszczenie katowe i prad. Impedancja Zr,, ob-
cigzajaca wtorne uzwojenie idealnego transformatora, jest nastepujaco trans-
formowana do obwodu uzwojenia pierwotnego:

Rozwazajac rownanie ruchu watu wtornego Jpda(t) = m(t), po uzgled-
nieniu modelu idealnej przektadni (2.1), swierdzamy, ze (N1/Na)Jr, -91(t) =
(N2/Ny) - 11(t). Rownosci tej nada¢ mozna rownowazng forme

(%;)2 Jp - 01(t) = 71 (t)

z ktoérej wynika, ze moment bezwtadnosci Jr walu wtoérnego jest nastepujaco
transformowany na wal pierwotny:

Przyktad 2.1.2 Wyznacz transmitancje operatorows zaworu hydraulicz-
nego (rys. 2.3), przyjmujac jako wielkos¢ wejsciowa zmiane cisnienia pi(t),
za$ jako wielko§¢ wyjsciowa — zmiane natezenia przeptywu ¢(t) niescisliwej
cieczy.

P, (1) p,(1)
— ; >

Rys. 2.3. Schematyczne przedstawienie zaworu hydraulicznego

Roéwnanie opisujace przeptyw cieczy przez dany przekrdj poprzeczny dane
jest wzorem

q(t) = kv/pi(t) —p2(t),  p1(t) = p2(t) (2.2)
w ktérym wspotczynnik k£ ma wartosé stata, wynikajaca z konstrukeji zaworu.
Zaktada sie ponadto, ze pa(t) = p2, gdzie p2 odpowiada przyjetemu punktowi
pracy (ustalonemu przeptywowi).
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Rozwigzanie Charakterystyka zaworu (wzor (2.2)) jest nieliniowa funk-
cja argumentu pi(t). Linearyzujac te funkcje w otoczeniu punktu pi, dla
p1(t) = p1 + Api(t) uzyskujemy formule

épl (t)

ky/p1+ Api(t) — pa ~ k\/p1 — P2 - <1+ -
2(p1 — p2)

) =g+ Aq(t)

gdzie ¢ = k+/p1 — p2 odpowiada natezeniu przeptywu dla punktu pi, zas

k

N

- Api(t)

jest zmiana tego natezenia wywolana przez zmiane Apq(t) ci$nienia pi(t).
Poszukiwana transmitancja operatorowa jest zatem transmitancjg cztonu
proporcjonalnego

AQ(s) k

APi(s)  2y/p1—p2

Liczbe R = 21/p1 — p2/k, zalezna od punktu linearyzacji — czyli od wa-
runkéw ustalonego przeptywu cieczy przez dany przekr6j — nazywamy rezys-
tancja hydrauliczng tego przekroju.

Przyklad 2.1.3 Na rys. 2.4 pokazano uproszczony schemat zbiornika
przeptywowego. Zakladajac, ze do zbiornika wplywa i wyplywa zen nie-
scigliwa ciecz, przekrdj poprzeczny zbiornika ma powierzchnie S, za$ $ciany
zbiornika sg sztywne, znajdz zalezno$¢ pomiedzy cisnieniem p(t) a nateze-
niami objetosciowych przeptywow — odpowiednio wejsciowego ¢ (t) oraz wyj-
Sciowego qa(t).

v p(t)

— > q(t)

Rys. 2.4. Schemat zbiornika przeplywowego
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Rozwigzanie 7 warunku ciggtosci rozwazanych strumieni wynika, ze

~dh(t)

Sdt

=q1(t) — q2(t)

gdzie przez h(t) oznaczono poziom cieczy w zbiorniku. Cisnienie p(t) zwia-
zane jest z poziomem cieczy nastepujacag zaleznoscia: p(t) = pgh(t), gdzie
p oznacza gestosé cieczy, zas g jest przyspieszeniem ziemskim. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, ze dp(t)/dt = (pg/S) - (¢1(t) — q2(t)), co oznacza, iz
obowiazuje formuta

t
Prg
p(t) = p(to) = g - [ (ar(r) = a2(7))dr.
to
Jak widzimy, rozwazany zbiornik mozna traktowaé jako element catku-
jacy. Wielkos¢ C' = S/(pg) nazywana jest pojemnoscig hydraulicznag.

Przyktad 2.1.4 Zaktadajac zlinearyzowany opis dynamiki zbiornika ze
swobodnym wyplywem (rys. 2.5), wyznacz transmitancje operatorowa w
relacji zmiana natezenia przeptywu Agqi(t) cieczy doplywajacej — zmiana
natezenia przepltywu Aga(t) cieczy wyplywajacej ze zbiornika (przez qi(t)
oraz ¢a2(t) oznaczono odpowiednie natezenia przeptywow objetosciowych).

q,(t)=a,*Aqt)

h(t)=h+Ah(t) | —4 a,(t)=a,*Aq(t)
——»
Po(t)

=
o
-
—
-
~

Rys. 2.5. Schemat zbiornika ze swobodnym wyplywem

Rozwigzanie Natezenie przeptywu ¢2(t) cieczy wyplywajacej ze zbior-
nika zalezy od roéznicy cisnien py(t) — p2(t) po obu stronach zaworu:

q2(t) = kv/p1(t) —p2(t), p1(t) > pa2(t), Vi

gdzie k jest wspotczynnikiem zaleznym miedzy innymi od przekroju zaworu.
Z zalozenia o swobodnym wyplywie wynika, ze jako roznice cisnieni pq(t) —
p2(t) nalezy przyja¢ hydrostatyczne cisnienie gph(t), zalezne od poziomu
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cieczy w zbiorniku (wysokosci h(t) stupa cieczy) oraz gestosci p tej cieczy;
g oznacza przyspieszenie ziemskie. Zachodzi zatem rownosc qa(t) = k\/gp -
V/(t). Poziom h(t) wyznacza sie z bilansu objetosci v(t) cieczy w zbiorniku.
W tym celu rozwaza sie¢ rownanie rozniczkowe dv(t)/dt = qi(t) — q2(t) z
warunkiem poczatkowym v(tp) = v. Pochodna dv(t)/dt mozna wyrazi¢ jako

du(t)  dv(h) dh(t)
dt ~ dh  dt

gdzie dv(h)/dh charakteryzuje ksztalt danego zbiornika (wartosé¢ tej pochod-
nej réwna jest powierzchni przekroju poprzecznego zbiornika na wysokosci
h). Zatozmy, ze dla rozwazanego zbiornika zachodzi dv(h)/dh = S, gdzie
przez S oznaczono powierzchnie poprzecznego przekroju niezalezng od h.
Na tej podstawie otrzymujemy réwnanie

dh(t)

S+ S = ai(t) = kygp - V/h(D). (2.3)

Punkt pracy (stan rownowagi) rozwazanego obiektu definiuja wielkosci:
q1(to) = @1, q2(to) = G2 oraz h(ty) = h, przy czym §1 = G2 = k\/gph = q.
Oznacza to, ze dla przyrostow odpowiednich sygnalow obowiazuja relacje:
a1(t) = @1+ Aqi(t), ¢2(t) = @2 + Aga(t) oraz h(t) = h+ Ah(t). Linearyzacja
rownania (2.3) w otoczeniu punktu (g, h) przebiega w nastepujacy sposob:

_dAh(t)

So—p— = g+ Aq(t) — ky/gp - \/h+ Ah(t)
- Ah(t
~ g+ Aq(t)—k gph'(l—l—yg)).

Poszukujac opisu transmitancyjnego, powyzszy wzor zapisujemy w postaci

CdAh(t)
dt

q
s = Aqy(t) — L An(r)
prowadzacej do operatorowej relacji TosAH (s) = koAQ1(s) — AH(s), gdzie
To = 2hS/q oraz ko = 2h/q. Na tej podstawie wyznaczamy transmitancje
AH(s)/AQ1(s) = ko/(1+ Tps). Jak tatwo pokazaé, dla zatozonego punktu
pracy zachodzi réwnosé Aga(t) = gA(t)/(2h) = Ah(t)/ko, co oznacza, ze
AQ2(s)/AH(s) = 1/ko. Transmitancja AQ2(s)/AQ1(s) dana jest zatem

WZorem

AQ2(s) _ AQ2(s) ' AH(s) _ 1
AQi(s) AH(s) AQi(s) 1+Tps
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Przyklad 2.1.5 Niech pradnica napedzana ze stala predkoscia katowa
(rys. 2.6a) pracuje przy idealnym biegu jalowym. Zakres zmian pradu
wzbudzenia i,,(t) jest tego rodzaju, ze punkt pracy znajduje sie pomiedzy
—Ino 1 +Lno (rys. 2.6b). W takim przypadku — pomijajac wplyw his-
terezy obwodu magnetycznego — mozemy oczekiwaé, ze pradnica pracuje na
prostoliniowej czesci charakterystyki e = f(iy,), gdzie e oznacza site elektro-
motoryczna pradnicy (rys. 2.6b). Wyznacz transmitancje wiazaca napiecie
na zaciskach pradnicy z napieciem wzbudzenia.

a)
i () Rm Lm
o—]
u(t>=um(t)T O ety ytr=e(t)
o T o

Rys. 2.6. Schemat dzialania (a) oraz charakterystyka statyczna (b) pradnicy

Rozwiazanie Sila elektromotoryczna pradnicy e(t) jest w rozwazanych
warunkach proporcjonalna do pradu wzbudzenia e(t) = kyin, (), przy czym
km = tana (rys.2.6b). Indukcyjnosé obwodu wzbudzenia L,, mozemy trak-
towaé jako stala, zatem przy zasilaniu tego obwodu napieciem wu,,(t) obow-
iazuje zaleznosé

di(1)
dt

gdzie R,, oznacza rezystancje obwodu wzbudzenia. Na tej podstawie otrzy-
mujemy rownosé

Ryim(t) + Lo, = U (t)

“e(t) + —eé(t) = um(t).
km
Poddajac jg transformacji Laplace’a, przy zerowych warunkach poczatkowych,
dostajemy transmitancje
E(s) km,

Un(s)  Ru(l+Tms)

w ktorej 7, = Ly, / Ry, oznacza stala czasowg obwodu wzbudzenia. Pradnice
obcowzbudna mozna zatem modelowaé czltonem inercyjnym.
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Przyklad 2.1.6 Zakladajac linearyzacje odpowiednich charakterystyk, wy-
prowadz réownania dynamiki obcowzbudnego silnika pradu stalego, stero-
wanego od strony twornika (rys. 2.7). Okresl transmitancje operatorowa,
opisujaca zwigzek miedzy zmiana napiecia wejsciowego w obwodzie twornika
a zmiang potozenia katowego waltu silnika.

i(t) Ry L,

Rys. 2.7. Schemat silnika pradu stalego sterowanego od strony twornika

Rozwigzanie Wielkosci wystepujace na rys. 2.7 oznaczaja: eq(t) —
napiecie wejsciowe w obwodzie twornika, i,(t) — prad w obwodzie twornika,
ep(t) — sita przeciwelektromotoryczna, 7(t) — moment mechaniczny silnika,
Y(t) — polozenie katowe watu silnika, J — moment bezwladnosci sprowadzo-
ny do watu silnika, b — wspélczynnik tarcia lepkiego sprowadzony do watu
silnika.

Linearyzujac charakterystyke statyczna 7(i,) w otoczeniu przyjetego pun-
ktu pracy (zaktada sie, ze pole wzbudzenia ma wartos¢ stala), otrzymuje
sie zaleznos$¢ A7 (t) = k - Aig(t), gdzie k jest wspotezynnikiem nachylenia
tej charakterystyki. Sita przeciwelektromotoryczna indukowana w obwodzie
twornika jest proporcjonalna do predkosci katowej, co oznacza przyjecie mo-
delu w postaci réwnosci Aey(t) = kyAD(t). Wspotezynniki k oraz ky stanowia
indywidualne charakterystyki danego silnika. Réwnanie spadkéw napieé¢ w
obwodzie twornika ma przeto postaé

dAig(t dA(t
Aea(t) = Ratia(t) + Loy 20al) j dAV() (2.4)
dt dt
zad réwnanie dynamiki watu mozna zapisa¢ jako
d2AV9(t) . dAY(t)
£ kA, — . .
J 12 kAig —b 7 (2.5)

Przedstawiajac (2.4) i (2.5) w formie operatorowej, uzyskujemy odpowied-
nio:
AE,(s) = ReAIL(s)+ sLaAl(s) + skyAO(s)
s2IAO(s) = kAI(s) — sbAO(s).
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Na tej podstawie wyznaczamy relacje

k

AB(s) = m

Al,(s)

a nastepnie poszukiwang transmitancje operatorowa

AB(s) k

AE,(s)  s(kky+ (Ra + Las)(b+ Js))

Zlinearyzowany model rozwazanego silnika jest wiec modelem trzeciego
rzedu. Jezeli indukcyjnosé L, w obwodzie twornika ma pomijalnie mala
wartos¢, wowczas otrzymujemy transmitancje

A@(S) k()
= 2.6
AE,(s)  s(1+Tps) (26)
gdzie
k JR,
ko= —— Tp= 22
07 %ky + bR, 0% 07 Tky + bR,

Wielko§é Ty okreslana jest mianem elektromechanicznej statej czasowej sil-
nika. Ze wzoru (2.6) wynika, ze taki uproszczony model silnika odpowiada
szeregowemu potaczeniu cztonu catkujacego oraz cztonu inercyjnego.

Przyktad 2.1.7 Rozpatrzmy prosty zlinearyzowany model proceséw wy-
miany ciepla, ograniczajac sie do opisu przyblizonego w kategoriach ukta-
dow o statych skupionych. Zalézmy zatem (zob. rys. 2.8), ze w komorze
termicznej znajduje sie zrodto strumienia energii cieplnej o wartosci ¢(t).
Niech Ti(t) oznacza temperature panujaca w komorze, To(t) — temperature
$cian komory, za$ T5(t) — temperature otoczenia.

T
2
qi 9,

Rys. 2.8. Schematyczne przedstawienie komory termicznej
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Strumieni energii cieplnej przeptywajacej miedzy wnetrzem komory a jej
scianami opisuje wzor
Th(t) — To(t)
Ry

gdzie przez R; oznaczono odpowiednia rezystancje cieplna. Bilans energe-
tyczny dla wnetrza komory ma posta¢ réwnosci

dt Ry
gdzie C oznacza pojemno$é cieplng komory. Modelujac proces wymiany
ciepta miedzy écianami komory a otoczeniem, otrzymujemy réwnania:

To(t) = T5(1)

q(t) =

Cy

q2(t) 7
o, A0 Tit) D)  Ta(t) - T5()
at R, Ry

w ktorych Ry oznacza odpowiednia rezystancje cieplna, za$ Co jest pojem-
nodcia cieplna écian komory. Zaktadajac state wartodci parametréow Ry 1 Ry
oraz C1 i Cy, wyznacz transmitancje operatorowe, opisujace wpltyw wielkogci
dostarczanego strumienia energii cieplnej oraz wplyw temperatury otoczenia
na temperature w komorze.

Rozwigzanie Z bilansu energetycznego dla wnetrza komory wynika
operatorowa relacja

Ry 1
= —_ 7T
1+ R1C1SQ(8) + 1+ R1Cis 2(s)

zad z bilansu energetycznego dla $cian komory — relacja

T1 (8)

By

1 R
Th(s) = Ti(s) + 2 T5(s).
“)1+%+&@s“>1+%+m@s“)

Po wykonaniu prostych przeksztalceri, uzyskujemy poszukiwang zalezno$é

Ti(s) = Gq(s)Q(s) + Gr,(s)T5(s)

przy czym transmitancje G4(s) oraz Gy (s) zdefiniowane sa jak nastepuje:

a (S) _ Tl(S) _ R1 + Ry + R1Ry(C5s
1 Q(s) 1+ (R1C1 + RaCy + Ry(C3)s + R1C1ReCys?
GT (S) _ Tl(S) _ 1 .
3 T3(s) 14 (R1C1+ R2Cy + RaCo)s + R1C1RyCos?
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Przykltad 2.1.8 Schematy uktadow aplikacyjnych wzmacniacza operacyj-
nego dane sa na rys. 2.9. Przyjmuje sie idealizowany model wzmacni-
acza operacyjnego — co oznacza, ze prady polaryzacyjne wzmacniacza maja
wartosci zerowe, zag potencjalty ey oraz ep punktéw oznaczonych odpowied-
nio jako A oraz B sa jednakowe. Dla kazdego z rozwazanych przypadkow
(a,b) nalezy wyznaczy¢ transmitancje operatorowa F,(s)/E;(s).

Rys. 2.9. Uktad wzmacniacza operacyjnego

Rozwigzanie

a) Z rys. 2.9a oraz przyjetych zalozen wynikaja nastepujace zaleznosci na
potencjaly E4(s) oraz Eg(s):

R1 Cs RS

Ea(s) = mEi(s), Eg(s) Ey(s).

- Ry + R3 ©
Uwzgledniajac fakt, ze FA(s) = Ep(s), tatwo uzyskujemy wzor

Eo(5> . Ry + Rj R1Cs
Ei(s) Ry 1+ RiCs’

b) Prad I(s) plynacy przez rezystancje Ry i R3 ma wartosé

L (Ei(s) - Eo(s)

I(S):m( i

zas$ potencjal w punkcie B wynosi (rys. 2.9b)

1



36 ROZDZIAE 2. MODELE WEJSCIOWO-WYJSCIOWE

Potencjal w punkcie A okreslony jest wzorem E4(s) = E;(s) — Ug, (s),
gdzie przez Ug, (s) oznaczono spadek napiecia na rezystancji Ry

U, () = Bal(s) = 1o (Eils) — Eofs).

Jak tatwo zauwazy¢, zachodzi zatem

R R
EA(S) = &TSJ%SEZ(S) -+ &TIRBEO(S)

Z warunku F4(s) = Ep(s) wynika wiec, ze

R3

Ry 1
- 5 Li
Ri + R3

——F =——F;(s).
(S) + Ri + R3 0(8) 14+ RoC's 1(8)

Poszukiwana transmitancja ma przeto postaé

Eo(s) 1—%4Cs
Ei(s) 1+ RoCs ’

Warto zauwazy¢, ze transmitancja ta odpowiada czlonowi niemini-
malnofazowemu; przyjmujac R; = Rgs, uzyska¢ mozna transmitancje
ukladu przesuwnika fazy

EO(S) . 1-— RQCS
Ei(s) 1+ RoCs’

Przyklad 2.1.9 Wyznacz operatorowa transmitancje silnika pradu statego
sterowanego od strony wzbudzenia (rys. 2.10). Przyjmij, ze wielkoscia
wejsciowa jest zmiana napiecia wzbudzenia uy(t), za$ wielkos¢ wyjsciowa
stanowi zmiana katowego polozenia watu silnika ¥(t). Obciazenie silnika
opisane jest momentem bezwladnosci J oraz wspélczynnikiem tarcia lep-

kiego .
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) R
° 8(H
|
u(t) L, JOO
Ra = i1
° %
la'a s Yo
L

a

Rys. 2.10. Schemat dziatania silnika pradu stalego sterowanego od strony wzbudzenia

Rozwiazanie Wobec przyjetych zatozeni, ruch watu silnika opisany jest
rOwnaniem

JO(t) = 7(t) — bi(t) (2.7)

gdzie przez ¥(t) oznaczono polozenie katowe waltu, zas 7(¢) jest momentem
obrotowym dostarczanym przez silnik. Moment ten zalezy od strumienia
wzbudzenia ®¢(t) oraz od pradu w obwodzie twornika i4(t), co zapisujemy
jako 7(t) = k1®¢(t)ia(t). Rownanie spadkow napie¢ w obwodzie wzbudzenia
ma postac

Ryif(t) + kp@s(t) = ug(t)
za$ odpowiednie réwnanie dla obwodu twornika przedstawia sie nastepujaco:
Ruia(t) + ka®a(t) + en(t) = a(t)

gdzie i’a(t) oznacza strumienn magnetyczny tego obwodu, zas ep(t) jest sita
przeciwelektromotoryczna. Sita ta zalezy od sprzezenia magnetycznego W, (t)
obwodu twornika ze strumieniem wzbudzenia oraz od predkosci katowe;j:
ep(t) = kW, ()0(t). Zaklada sic przy tym, iz napiecie u,(t) ma wartosé
staly oraz ze wspolczynniki k1, k¢, k, oraz ky, charakteryzujace dany silnik,
takze przyjmuja stale wartosci. Linearyzacja réwnania obwodu wzbudzenia

prowadzi do nastepujacej operatorowej relacji:

(Rf + SLf)AIf(S) = AUf(S) (28)

gdzie przez Ly oznaczono indukcyjno$¢ obwodu wzbudzenia, zalezng od
liczby zwojow tego obwodu oraz od nominalnej wartosci pradu wzbudzenia
Iy,, zdeterminowanej przyjetym punktem pracy (If,, la,). Zaktada si¢ bo-
wiem, ze prad w obwodzie wzbudzenia ma postac iy(t) = Iy, + Aif(t), zas
prad w obwodzie twornika mozna opisac jako iq(t) = I, + Aig(t), gdzie Iy,
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podobnie jak poprzednio, oznacza nominalna wartos¢ tego pradu. Lineary-
zacja rownania 7(t) = k1 ®¢(t)i,(t) w punkcie pracy pozwala na uzaleznienie
przyrostu momentu od dwéch zmiennych

AT(s) = k(I ALa(s) + Ty ALf(s)) (2.9)

gdzie k; jest wspoélczynnikiem charakteryzujacym dany silnik. Linearyzujac
réwnanie obwodu twornika, uzyskujemy nastepujacy wzor:

(R + sLq)AL(s) = —ka(QoAIf(s) + sl AO(s)) (2.10)

w ktorym przez L, oznaczono indukcyjnosé¢ obwodu twornika (zalezng miedzy
innymi od liczby zwojow tego obwodu oraz od wartosci pradu i4,), Qo jest
predkoscia katowa dla punktu pracy (I, Ia,) silnika, zas ko jest odpowied-
nim wspoétezynnikiem proporcjonalnosci. Ze wzorow (2.7)-(2.9) otrzymuje
sie zaleznosé

kl,
s(b+ Js)AO(s) = kI, Al(s) + ﬁ - AUy (s) (2.11)
natomist ze wzoréw (2.8) oraz (2.10) wynika, ze
—k‘QQU Sk‘QIfO

Aly(s) = AO(s).

AU (s) — ———— -
(Ra + Las)(Ry + Lys) 1) = Rt Las
Uwzgledniajac (2.11), mozna na tej podstawie wyznaczy¢ poszukiwang
postaé transmitancji operatorowej

A@(S) kt(Iag (Ra + Las) - kQIfOQ())

AU(s) — s((b+ Js)(Ra + Las) + kokeI3 )(Rp + Lys)”

Jezeli w punkcie pracy zachodzi Iy, = 0, wowczas transmitancja ta przyj-
muje prostsza postac

AB(s) ky
AU¢(s)  s(1+Tys)(1+ Tbs)
przy czym:
k¢ J Ly
by = Iy, Ti=2%, Tp=-L)
bR, ' T b TP Ry

Zauwazmy ponadto, ze w przypadku, w ktérym wplyw tarcia lepkiego
mozna zaniedbaé, transmitancja rozwazanego silnika odpowiada szeregowemu
potaczeniu dwoéch cztonéw catkujacych i cztonu inercyjnego:

A@(S) ka . ktIao

AUf(S) 82(1+T28)7 a“ JRf'
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Przyklad 2.1.10 Na rys. 2.11 pokazany jest uproszczony schemat sitow-
nika hydraulicznego, w ktérym olej wykorzystywany jest jako ciecz robocza.

Rys. 2.11. Schemat silownika hydraulicznego

Poszczegolne symbole oznaczaja: x(t) — przesuniecie suwaka sterujacego
wzgledem punktu rownowagi z = 0, y(f) — przesuniecie tloka sitownika,
q(t) — natezenie masowego przeplywu oleju, pi(t)i p2(t) — ciénienie oleju
w odpowiednich komorach cylindra sitownika, m — mase obcigzenia, b —
wspolczynnik tarcia lepkiego hamujacego ruch masy m, S — powierzchnie
ttoka sitownika, p — gestos¢ oleju oraz d i D — §rednice suwaka i ttoka (D > d).
Traktujac x(t) jako wejscie, zas y(t) jako wyjscie sitownika, nalezy wyznaczy¢
jego transmitancje operatorows.

Rozwigzanie Zalézmy, ze mozna zaniedba¢ bezwtadnoéé suwaka steru-
jacego oraz tloka sitownika, a ponadto ze olej jest ciecza niescidliwa, zas
kanaty doptywowe oleju do komoér cylindra sitownika maja jednakowy prze-
kroj. W stanie réownowagi zachodzi: ¢(t) = ¢ = 0 oraz p1(t) = p1 =
p2(t) = p2. Funkcja ¢ = f(x,Ap) jest w ogolnosci funkcjg nieliniows.
Dokonujac linearyzacji tej funkcji w punkcie odpowiadajacym réwnowadze
(x =0, Ap = 0), uzyskuje sie nastepujacy wzor:

q(t) = k1z(t) — ka2 Ap(t), (2.12)

w ktorym
P (COTLY) orar hy — — 2@ AD)
8.’13 (0,0) aAp (0,0)

Przyjeto przy tym, ze k1 oraz kg sa liczbami wiekszymi od zera. Rozwaza-
jac przeplyw oleju w przedziale czasu dt, mozna zapisa¢ nastepujacy wzor,
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okreslajacy mase przemieszczonego oleju: Spdy(t) = qdt. Ze wzoru (2.12)
uzyskujemy ponizsza prosta zalezno$é na roznice cisnienn Ap(t) miedzy ko-
morami cylindra sitownika:

Bp(t) = halt) = 223(0)

Wystapienie niezerowej roznicy cisnieri Ap(t) powoduje odpowiednie prze-

suwanie sie tloka sitownika — sita f(t), ktora przyktadana jest do masy m
obciazenia, dana jest wzorem

£(0) = S8p(1) = - (hu(t) = Spi(0).

Roéwnanie ruchu tej masy przyjmuje zatem postaé

mij(t) = —bi(t) + ,iuﬁm) ~ Spilt))

z ktorej wynika poszukiwana transmitancja operatorowa

Y(s) _ ko
X(s)  s(1+Tps)
przy czym
Sk‘l mkg
ko= ——— Thy=———"7"—.
0TS bk, T 0T 52, 1 ks

Transmitancja ta, wiazaca transformaty przesuniecia suwaka sterujacego i
ttoka sitownika, odpowiada szeregowemu potaczeniu cztonu catkujacego oraz
cztonu inercyjnego. W przypadku, w ktérym mozna pominaé wplyw masy
obciazenia m, model sitownika hydraulicznego przybliza odpowiedni czton
catkujacy: Y (s)/X(s) = ko/s.

Zadanie 2.1.1 Napisz réwnania ruchu dla uktadu pokazanego na rys. 2.12.
Wyznacz analogowy model elektryczny tego uktadu mechanicznego. Za-
ktadajac, ze na mase my dziala zewnetrzna sita fi(t), znajdz transmitancje
operatorowa opisujaca wplyw tej sity na przesuniecie masy ma.
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K, bzl';f‘l
Lm0

Rys. 2.12. Schemat ukladu mechanicznego

Odpowiedz Oznaczmy przez x1(t) oraz x4(t) przesuniecia rozwazanych
mas wzgledem odpowiednich punktéw rownowagi. Niech ponadto ki oraz ko
oznaczaja wspotezynniki sztywnodci sprezyn wystepujacych w uktadzie, zad
b1 oraz by — wspoétczynniki thumienia odpowiednich ttumikéw. Roéwnania
ruchu mas my oraz mg maja postaé nastepujaca:

m1i°1 (t) = —bljjl(t) — bg(i’1 (t) — .i’Q(t)) — klxl(t) — kz(xl(t) — .IQ(t))
madia(t) = —ba(da(t) — &1(t)) — ka(x2(t) — 21(2)).

Roéwnania powyzsze, wraz z warunkami poczatkowymi 21(0), £1(0), z2(0)
oraz 12(0), opisuja zachowanie sie autonomicznego ukladu mechanicznego,
to znaczy uktadu, ktéry nie podlega wymuszeniom zewnetrznym. Poszuku-
jac analogowego modelu elektrycznego, wygodnie jest skorzysta¢ z danych
zawartych w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Analogiczne wielkoéci mechaniczne i elektryczne

Wielko$¢ mechaniczna Wielkos¢ elektryczna Wielkos¢ elektryczna
Analogia: sila - napiecie | Analogia: sita - prad

Sita i moment sity Napiecie Prad

Masa i moment bezwladnosci | Indukcyjnosé Pojemnosé

Tarcie lepkie Rezystancja Odwrotnosé rezystancji

Sprezystosé Odwrotnosé pojemnosci Odwrotnos¢ indukcyjnosci

Przesuniecie liniowe i katowe T.adunek elektryczny Strumien magnetyczny

Predko$¢ liniowa i katowa Prad Napiecie

Zaktadajac analogie typu sita-napiecie, uzyskuje sie réwnania:

LiGi(t) + Rigr(t) + Ra(qu(t) — ¢o(t)) + ‘hcgt) Lo (t)c—Y o) 0
1 2
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Lzéiz(t)+R2(q2(t)—q1(t))+Q2(t)C_QQ1(t) o

z warunkami poczatkowymi ¢1(0), ¢1(0), g2(0) oraz ¢2(0). Oznaczajac ¢1(t)

jako i1(t), zas$ ¢a2(t) jako ia(t), otrzymuje sie poszukiwany schemat analo-
gowego modelu elektrycznego przedstawiony na rys. 2.13.

C
L,

L, R, |1
! i1(t)-ix(t)
i1(t) R2 Viz(t)
T >

Rys. 2.13. Schemat analogowego obwodu elektrycznego

Zakladajac zerowe warunki poczatkowe x1(0), £1(0), x2(0) oraz #2(0),
otrzymujemy transmitancje

XQ(S) ko + bas

F1<S> (/Cl + ko + (bl + 52)3 + m132)(k2 + bos + m282) — (kz — b28)2.

Zadanie 2.1.2 Okredl réwnanie ruchu masy m w ukltadzie pokazanym na
rys. 2.14, gdzie u(t) oraz y(t) oznaczaja przyrostowe przesuniecia liniowe.

—pu(t)
b P y(t)
_mi m
k
—WW—
QO I
@) @)
7

Rys. 2.14. Schemat ukladu mechanicznego

Zaktadajac, ze platforma, na ktérej spoczywa masa m, jest niewazka,
wyznacz transmitancje operatorows Y (s)/U(s).
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OdpowiedZz Rownanie ruchu ma postaé

m(t) = =b(y(t) —u(t)) — k(y(t) —u(t)).
Zerowym warunkom poczatkowym (y(0), 9(0)) odpowiada transmitancja

Y(s) k + bs
U(s)  k+bs+ms?

Zadanie 2.1.3 Przyjmujac zlinearyzowane modele uktadéw mechanicznych
pokazane na rys. 2.15, podaj odpowiednie réwnania sit.

=
4

o
=
AAA

14441 ' L

y(t)

b v
fi(t) x(t)

Rys. 2.15. Schematy ukladéw mechanicznych

Traktujac site f;(t) jako wielkoscia wejSciowa, za$ site reakcji sprezyny
fo(t) — jako wielkos¢ wyjsciowa, okresl odpowiednie transmitancje opera-
torowe. Podaj analogiczne obwody elektryczne, wykorzystujac analogie sita-
napiecie.

Odpowiedz

a) Rownanie rownowagi sit ma postac
fi(t) — b (t) — kx(t) =0

zad poszukiwana transmitancja dana jest wzorem

Fy(s) B 1
Fi(s) 1+ Tps

gdzie Ty = b/k. Analogowy obwdd elektryczny pokazano na rys. 2.16a
(ui(t) = fi(t), uo(t) = fo(t), i(t) = &(t), R =b oraz C = 1/k).
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b)
i(t) R i, (1) R i (t)

e

Rys. 2.16. Schematy analogowych obwodow elektrycznych

b) Roéwnania rownowagi sit dane sg wzorami:

fit) = br(t) — k(x(t) —y(t) =
—bay(t) — k(y(t) — z(t)) =

Fy(s) ko L b  bib
Fi(s) 1+4Tos" ° bi+by " k(b +by)

fi®),

Analogowy obwod elektryczny pokazano na rys. 2.16b (u;(t) =
= by oraz

() = folt), ix(t) = @(t), iy(t) = y(t), R = b1, Ry
—1/k).

Zadanie 2.1.4 Na rys. 2.17 przedstawiono model uktadu przeniesienia

napedu, przy czym przez 7;(t) oznaczono moment obrotowy dostarczany do
uktadu.

a
N

-
—~
o
x

o

N

[

Rys. 2.17. Schematyczne przedstawienie ukladu przeniesienia napedu

Wyznacz odpowiednie réwnania ruchu. Nastepnie, przyjmujac jako wiel-
kos¢ wejsciowa predkosc katowa 9;(t), zas jako wielkos¢ wyjsciows — predkosc
katowa ¥,(t), okresl odpowiednia transmitancje operatorowa. Podaj analo-
gowe obwody elektryczne modelujace rozwazany uktad mechaniczny.
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Odpowiedz Ruch rozwazanego uktadu opisany jest réwnaniami:

JO,(t) = —kl(f}o(t)—m(t))—bzéo(t)_—bgzéo(t)

0 = Ti(t) - k‘l(’l%(t) - 190(75)) — bﬂ%(t)

z warunkami poczatkowymi 9;(0), ¥4(0) oraz 9,(0). Poszukiwana transmi-
tancje okresla wzoér

@O(s)_ 1 - /i C_b1+b2
@Z(S) N 1+2C’7’8+7’282’ N kl’ N 2\/]{31J‘

Analogowe modele elektryczne przedstawiono na rys. 2.18. W przypadku
analogii typu moment sity-napiecie (rys. 2.17a) otrzymujemy nastepujace
pary odpowiednich wielkosci: u;(t) = 7;(t), i1(t) = 1(t), ia(t) = 9a(t), Ry =
b1, Re = by, R3 = b3, C = 1/ky oraz L = J. W przypadku analogii typu
moment sily-prad (rys. 2.17b) obowiazuja nastepujace przyporzadkowania:
ii(t) = (1), ui(t) = V1(t), ua(t) = 92(t), Ry = 1/b1, Ry = 1/ba, R3 = 1/b3,
L=1/ky oraz C = J.

a) b)
i) Ri it

1 Re Ly
O o w@dondeles
u;(t) c R i (1) KD Ry | tuq(t) Ry | Ra| | Cy==Tuy(t)
T @l e

Rys. 2.18. Analogowe schematy elektryczne

Zadanie 2.1.5 Podaj réwnanie rownowagi sit dla uktadu mechanicznego,
ktorego schemat pokazano na rys. 2.19a. Nastepnie, przyjmujac zerowe
warunki poczatkowe, wyznacz transmitancje operatorowa X,(s)/X;(s), gdzie
Xi(s) oraz X,(s) oznaczaja transformaty Laplace’a przyrostowych przesunie¢
liniowych z;(t) oraz x,(t).

Wskazowka: rozwazany uklad posiada strukture szeregowo-réwnolegta.
Aby opisaé¢ oddziatywanie elementéw uktadu sktadajacych sie na fragment
szeregowy tej struktury (sprezyna o sztywnosci kg oraz ttumik o wspotezyn-
niku ttumienia by), niezbedne jest uwzglednienie przemieszczenia 4 (t).
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a) b)

x.(t) X (t)

3 b1i P Gy(s) o
: x{t) J
Gs(s)« Ga(s)

=~
AAAA

Rys. 2.19. Schemat uktadu mechanicznego

Odpowiedz Roéwnania sit majg postac:

b1(2i(t) = o(1)) + k1(zi(t) = 2o(1)) = ba(0(t) — Za(t)) =
ba(&o(t) — &a(t)) — kaza(t)

Poszukiwang transmitancje operatorowa okreéla wzor

Xo(s) kiks + (k1bo + koby)s + bibys?
Xi(s)  kika + (kibgy + koby + kabo)s + bibys?’

Strukturalny schemat uktadu podano na rys. 2.19b, przyjeto przy tym
oznaczenia:
k1 + bys bys by s
, G =—) G =
Er Gt 2T s PO T e v

Gl(s) =

Zadanie 2.1.6 Na rys. 2.20 pokazano schemat dwustopniowej przektadni.
J1 b1 N
; H%O:Jﬂ o, -,

Rys. 2.20. Schemat dwustopniowej przekladni

Q)

Symbole wystepujace na tym rysunku oznaczaja: 7; — moment dostar-
czany do uktadu, 77 — moment przekazywany do kolejnych stopni uktadu
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(moment obciazenia), (U1, Y2, ¥3) — potozenia katowe poszczegolnych watow,
(N1 @ Na, N3 : Ny) — przetozenia przekladni, (Ji,J2,J3) — momenty
bezwladnosci watow, (b1, b3) — wspotezynniki ttumienia wywotanego tarciem
lepkim. Zakladajac idealny charakter rozwazanej przektadni, wyprowadz
rownanie ruchu dla watu wejéciowego.

Odpowiedz Réwnanie ruchu wejsciowego watu przekltadni dane jest
wzorem

Jeql‘él(t) = Ti(t) - bqul (t) - T eq(t)

Ny \ 2 N1\ 2 [/ N3\ 2
Toog = J L ) (22 g
, 1+(N2) 2+(N2) 2)

N1\ 2 [/ N3\ 2 Ni\ [ N;
bey = b 3 by, mee = (== ) (=2 ) 100).
a 1+<N2> <N4> 3 Tea =\ N, )\ N, n(t)

Zadanie 2.1.7 Przyjmujac idealizowany model wzmacniacza operacyjnego,
okresl posta¢ transmitancji operatorowej E,(s)/E;(s) nastepujacych ukta-
dow z takim wzmacniaczem (rys. 2.21).

przy czym:

a) 7 b)
4
Z1 Z2
o]
eiT Z3 Te eIT
‘ o
o} 0

Rys. 2.21. Schemat ukladu ze wzmacniaczem operacyjnym

OdpowiedZ Poszukiwane transmitancje operatorowe maja postac:

o Bl 2()24(5)
E;(s) Z1(8)Za(s) + Z1(s) Z3(s) + Za(s)Z3(s)
b) E,(s) _  Zy(8)Z3(s) + Z2(s)Za(s) + Z3(s) Za(s)
E;(s) Z1(8) Za(s) '
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Zadanie 2.1.8 Rozwazmy dzialanie nieobcigzonego sitownika hydraulicz-
nego, pracujacego w nastepujacym uktadzie z ujemnym sprzezeniem zwrot-
nym (rys. 2.22). Suwak sterujacy oraz tlok sitownika potaczone sa za
pomoca niewazkiej i idealnie sztywnej dzwigni swobodnej, ktérej ramiona
maja dtugosé odpowiednio a oraz b. Dzwignia ta umozliwia sprzezenie prze-
suniecia ttoka sitownika z przesunieciem suwaka sterujacego. Ruch suwaka
mozna takze uzyskaé¢ w sposéb 'niezalezny’, wymuszajac przesuniecie pun-
ktu A. Rozwazajac odpowiednio male przesuniecia, wyznacz transmitancje
operatorows, Y (s)/U(s). Jak powinny byé¢ dobrane parametry rozwazanego
uktadu, by mozna byto uwazaé go za czton bezinercyjny?

Rys. 2.22. Uklad sitownika hydraulicznego

Odpowiedz Traktujac przemieszczenia u(t) oraz y(t) koncow A i C
dzwigni swobodnej jako sygnaly wejsciowe, za$ przemieszczenie x(t) punktu
B tej dzwigni — jako sygnal wyjsciowy, dla matych wartosci tych przemiesz-
czen zapisa¢ mozna nastepujacy model:

Poszukiwana transmitancja operatorowa ma zatem postac

Y(s) 2
U(s) 1+2—7€'§’s

gdzie kg jest stala zalezna od parametrow uktadu (por. przyktad 2.1.10).
Jezeli zachodzi (a + b)/(aky) < 1, wtedy uzyskuje sie czton bezinercyjny o
charakterystyce zaleznej tylko od parametrow dzwigni: Y (s)/U(s) = b/a.
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2.2 Modelowanie prostych uktadéw regulacji

Przyklad 2.2.1 Na rys. 2.23 pokazany jest przykitad prostego hydrau-
licznego uktadu regulacji, stuzacego stabilizacji poziomu cieczy w zbiorniku
przeptywowym, przy wahaniach strumienia zasilajacego.

N
BARNE v/ il |h<i
LA

Rys. 2.23. Schemat dzialania ukladu stabilizacji poziomu cieczy

Sterowania poziomem cieczy dokonuje sie poprzez ptywak, potaczony
grubg nastawcza i mechanizmem dZwigniowym z zaworem na dopltywie cieczy.
Niech q1r, gor i hy oznaczajg wartosci strumienia wplywajacego, strumienia
wyplywajacego oraz poziomu cieczy w zbiorniku w stanie réwnowagi. Niech
q1(t), g2(t) 1 h(t) oznaczaja odpowiednio mate zmiany tych wielkosci wzgle-
dem stanu rownowagi, za$ gq(t) niech reprezentuje zaktocenia przepltywu w
strumieniu doptywajacym. Wyznacz zlinearyzowany model tego uktadu.

Rozwigzanie Dla malych zaburzen mozna przyjaé, ze z(t) — zmiana
potozenia zaworu przeptywowego wynosi z(t) = ah(t)/b, podczas gdy qi1(t) =
—c12(t), gdzie ¢ > 0. Znak minus w powyzszym wzorze wskazuje na to,
ze kiedy z(t) rosnie, odpowiedni przeptyw maleje, i na odwr6t. Rownanie
bilansu strumieni ma postaé

dh(t)
AT = q1(t) + qa(t) — q2(t)
gdzie A jest powierzchnig przekroju poprzecznego zbiornika. Poniewaz go(t)
= pgh(t)/ Ry, gdzie Ry jest rezystancja hydrauliczng otworu wylotowego,
definiujac 7, = ARy /(pg), ostatecznie otrzymujemy réwnanie

pg dh(t)\ _
&.@@+m(ﬁ>—m@+%®

bedace poszukiwanym modelem zlinearyzowanego uktadu.
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Przyklad 2.2.2 Na rys. 2.24 pokazany jest schemat pewnego uktadu sta-
bilizacji poziomu cieczy.

Rys. 2.24. Schemat ukladu stabilizacji poziomu cieczy

Obiekt regulacji sktada sie z dwoch zbiornikéw, z ktorych pierwszy ma
pojemnosé C, zas drugi — Ca. Plywakowy czujnik poziomu cieczy w drugim
zbiorniku za posrednictwem dZzwigni oddzialuje na potozenie suwaka steru-
jacego sitownika hydraulicznego. Przemieszczenie ttoka tego sitownika po-
woduje zmiane potozenia zaworu Z, sterujacego wielkoscig strumienia cieczy
doptywajacej do drugiego zbiornika. Zaklada sie, ze w rozpatrywanym u-
ktadzie regulacji wystepuje zaktocenie w postaci strumienia ¢q4(t) (zob. rys.
2.24). Przyjmujac zlinearyzowane (idealne) modele elementéw tworzacych
ten uktad, podaj jego schemat strukturalny.

Rozwigzanie Na wstepie nalezy okresli¢c model sterowanego obiektu.
W stanie ustalonym do drugiego zbiornika doptywa oraz z niego wyplywa
strumieri cieczy o wartosci § — czemu odpowiada ten sam poziom cieczy h w
obu zbiornikach. Oznaczmy przez Q(s) oraz Qq(s) transformaty Laplace’a
zaburzen strumieni wejsciowych (doptywajacych) q(t) oraz qq(t), przez Hi(s)
oraz Hs(s) — transformaty Laplace’a zaburzeri poziomo6w cieczy w pierwszym
(h1(t)) oraz drugim (ha(t)) zbiorniku, za$ przez Q2(s) — transformate Lap-
lace’a zaburzenia ¢o(t) strumienia wyjsciowego (wyptywajacego). Dla pier-
wszego zbiornika obowigzuje réwnanie
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dhi(t)
= q(t
dt a1 (t)
przy czym wyrédzniony kierunek przeplywu cieczy zaznaczono na rys. 2.24.
Dla drugiego zbiornika mamy réwnanie
dhs(t)
g =4t —at) —a()

odpowiadajace modelowi nominalnemu, w ktorym zaktada sie, ze ¢4(t) = 0.
Natezenie przeptywu cieczy miedzy zbiornikami opisuje réwnanie

ha(t) — ha (1)

Cy

Co

= t
Ry al?)
za$ natezenie wyplywu cieczy z drugiego zbiornika dane jest wzorem
ha(t)
_— = t
Ry o)

w ktéorym przez R; oraz Rs oznaczono hydrauliczne rezystancje odpowied-
nich zaworéw. Na podstawie powyzszych wzoréw latwo jest wyznaczyé
nastepujaca transmitancje operatorowa rozwazanego obiektu sterowania:

a (S) _ HQ(S) _ (1 + R1C'18)R2
P Q(s) 1+ (R1Cy + RaCy + RoC5)s + R1C1RoCs?

Poniewaz zaburzenie Q4(s) oddzialuje na wejscie tego obiektu, zatem
operatorowa transmitancja Ha(s)/Qq(s) ma taka sama postac. Zaburzenie
poziomu ha(t) za posrednictwem dzwigni przenosi sie na zmiane polozenia
x(t) suwaka sterujacego sitownika hydraulicznego, zgodnie ze wzorem

2(t) ha(t).

T a+b
Zmianie tej towarzyszy odpowiednie przesuniecie y(t) ttoka tego sitownika.
Na podstawie wynikéow z przyktadu 2.1.10 mozna bowiem zapisaé réwnosé
Y(s) = X(s) - ko/s, gdzie X (s) oraz Y (s) oznaczaja transformaty Laplace’a
odpowiednich przesunieé, zag kg jest wspolczynnikiem charakteryzujacym
dany sitownik. Traktujac zawor Z jako czlon proporcjonalny (por. przy-
ktad 2.1.2), uzyskuje sie zaleznos¢ q(t) = —k,y(t), przy czym k, oznacza
wspodlczynnik proporcjonalnoéci, zag wystepujacy tu znak minus odpowiada
takiej polaryzacji’ zaworu, przy ktérej wzrost poziomu cieczy w drugim
zbiorniku wywotuje zmniejszenie strumienia doptywajacej don cieczy — co
odpowiada ujemnemu sprzezeniu zwrotnemu. Strukturalny schemat rozwa-
zanego uktadu stabilizacji poziomu cieczy ma zatem postaé jak na rys. 2.25.

a
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aq(t)
t t t) + ho(t
x(t) ko y( )' K, q(t) Gp(s) 2(t)

a
a+b

Rys. 2.25. Strukturalny schemat uktadu stabilizacji poziomu cieczy

Przyktad 2.2.3 Rozwazmy przedstawiony na rys. 2.26 schemat sterowa-
nia predkoscia lokomotywy spalinowej z silnikiem dieslowskim. Sprawnosé
takiego silnika w istotnym stopniu zalezy od jego predkosci katowej — odpo-
wiedni punkt pracy nalezy zatem wybiera¢ dla takiej predkosci wqy = const,
dla ktérej sprawnosé ta osiaga maksimum. W rozwazanym uktadzie sil-
nik dieslowski napedza pradnice, zasilajacg silnik elektryczny pradu statego
(silnik taki pracuje efektywnie w szerokim zakresie predkosci katowych) —
zadaniem tego ostatniego jest poruszanie lokomotywy. Nalezy okresli¢ sche-
mat strukturalny rozwazanego uktadu sterowania.

silnik dieslowski

tachopradnica

Rys. 2.26. Schemat dzialania ukladu sterowania predkoscia lokomotywy spalinowej

Rozwiazanie Potencjometr wielkosci zadanej pozwala na uzyskanie
napiecia odniesienia e, (t) proporcjonalnego do zadanej predkosci katowej
wy(t) silnika pradu statego: e,(t) = ciwr(t), wielkoscia sterowana jest bo-
wiem predkosé katowa w,(t) tego silnika. Tachopradnica umieszczona na
wale silnika dostarcza napiecia e,(t) proporcjonalnego do w,(t), co zapisu-
jemy jako: e,(t) = caw,(t). Napiecie réznicowe e, (t) — e,(t) podawane jest
na wzmacniacz mocy, o wyjsciowym napieciu ef(t) zgodnym ze wzorem



2.2. UKLADY 93

ef(t) = kaler(t) — eo(t)). Napiecie to wplywa na warto$¢ pradu if(t) w
obwodzie wzbudzenia pradnicy, zgodnie z réwnaniem

Ryip(t) + Ly difhgt) = ef(t).

Zakladajac zlinearyzowany model takiej pradnicy (por. przyktad 2.1.5),
mozna przyjac, ze napiecie e4(t) generowane na jej zaciskach wyjsciowych
dane jest wzorem e4(t) = kyif(t), przy czym wspoétczynnik k4 jest propor-
cjonalny do predkodci katowej wy silnika dieslowskiego. Zlinearyzowane row-
nanie obwodu twornika obcowzbudnego silnika pradu statego (por. przyktad
2.1.6) zapisujemy jako

all) _ ey(t) ~ enlt

gdzie przez i4(t) oznaczono prad w obwodzie twornika, zas przez ep(t) —
site przeciwelektromotoryczna indukowana w tym obwodzie; zachodzi przy
tym ep(t) = kpwo(t). Moment obrotowy 7(t) dostarczany przez silnik pradu
statego, 7(t) = kyig(t), stuzy do pokonywania bezwtadnosci obciazenia J,
tarcia lepkiego b oraz zaklocen 74(t). Odpowiednie réwnanie ruchu ma w
tym przypadku postaé¢ nastepujaca:
dw,(t)
dt
Korzystajac z powyzszych zaleznodci, tatwo mozna uzyskaé strukturalny
schemat rozwazanego uktadu regulacji predkosci katowej — rys. 2.27.

e (t) eg(t) ‘r,(t)‘r,d(t)
o (t) ~ 0o(t)
—» ¢4 Gf(s)4><f—> Gy(s) Gb(s) ¢
ep(t) K J

eo(t) <
o c,

Raio(t) + Lg

J

= 7(t) — bwo(t) — Ta(t).

Rys. 2.27. Strukturalny schemat uktadu regulacji predkosci katowej

Przyjeto nastepujace oznaczenia transmitancji operatorowych:

B kakg B ky B 1
G =Rt “Y TR my Y T i ne)

oraz statych czasowych: Ty = Ly/Ry, T, = Lo/ Rq, Ty = J/0.
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Zadanie 2.2.1 Na rys. 2.28 przedstawiono schemat dziatania uktadu ste-
rowania obcowzbudnym silnikiem pradu stalego. Ruch pierwotnego walu
o bezwladnosci J, poprzez przektadni¢ 1 : N przekazywany jest na watl
wyjéciowy, ktorego wtasnodci dynamiczne opisane sg momentem bezwlad-
nodci J; oraz wspotczynnikiem tarcia lepkiego b;. Na wale pierwotnym umie-
szczony jest czujnik predkosci katowej (tachopradnica), dostarczajacy napie-
cia proporcjonalnego do tej predkosci: u(t) = kidq(t). Czujnik polozenia
walu wyjsciowego dostarcza napiecia proporcjonalnego do tego potozenia:
uy(t) = kyU(t). Wielkoscia wejsciowa jest zmiana Aw,(t) napiecia zada-
jacego uy,(t), wielkodcia wyjsciowa — zmiana AvY(t) potozenia katowego V().
Okresl strukturalny schemat takiego uktadu sterowania.

-

} detektor uchybu oraz
| wzmacniacz mocy
|

!
~N
Ug=kgd
<]J s 78 czujnik potozenia

Rys. 2.28. Schemat ukladu sterowania silnikiem pradu stalego

Odpowiedz Strukturalny schemat rozwazanego uktadu sterowania dany
jest na rys. 2.29.

1 A8 (t)

Rys. 2.29. Strukturalny schemat uktadu sterowania silnikiem pradu stalego
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Zachodzi przy tym:

RQ k Ra J eq

ko= =2, kp=-— T = el
°T Ry kky, + Rabeg kky, + Rabeg

gdzie Jog = Jo + Ji/N? oraz bey, = b/N?. Wspotczynniki k oraz ky, opisuja
zlinearyzowany model silnika (por. przyklad 2.1.6). Zgodnie z zalozeniem
przyjetym na rys. 2.28, pominieto indukcyjnosé¢ obwodu twornika.

Zadanie 2.2.2 Schemat ideowy pewnego ukltadu stabilizacji poziomu cie-
czy w zbiorniku pokazany jest na rys. 2.30.

|
b \J .,
dy d, 1% ~
i T
k Cy c,
X I LXV IX a;q» q

N

<4

X2
X3

<+

jv)

Rys. 2.30. Schemat ideowy ukladu stabilizacji poziomu cieczy

Okredl schemat strukturalny tego uktadu, bedacy jego uproszczonym
zlinearyzowanym modelem. Przed przystapieniem do rozwiazywania zada-
nia nalezy zapoznaé sie z przyktadami: 2.1.2 (zawor), 2.1.4 (zbiornik) oraz
2.1.10 (sitlownik hydrauliczny). Wszystkie zmienne wielkosci wystepujace w
powyzszym schemacie (liniowe przemieszczenia oraz strumien ¢(t)) odnosza
sie do punktu réwnowagi, wyznaczonego wartoscia strumienia g lub pozio-
mem cieczy h. Strumien gq(t) modeluje niemierzalne zakl6cenia. Wielkocia
regulowang jest poziom h(t) cieczy w zbiorniku, zatem w zadaniu stabilizacji
tego poziomu nalezy przyjaé zerowa wielkosé zadana h, ().
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OdpowiedZ Transmitancja regulatora ma postaé

. XU(S) o k‘i k‘dS
Gels) = H(s) = ket s + 1+ 7s

przy czyi

aycady kqazct

= y k=
ba(c1 + c2)(dq + d2) ba(c1 + ¢2)

k blchQT b
= s T = —
d ba(c1 + c2)(dy + d2) k

za§ wspolezynnik k, charakteryzuje dynamike sitownika hydraulicznego

X(s) s

(pominieto wpltyw bezwtadnosci ruchomych czesci zaworu — por. przyktad
2.1.10). Jak wida¢, mamy tu do czynienia z regulatorem proporcjonalno-
catkujaco-rozniczkujacym (PID). Zawor przedstawiono jako czton beziner-

cyjny

a zbiornik — jako czlon inercyjny modelowany transmitancja
H(s)  kp
Q(s)  1+7ps’

Wyjadnienia znaczenia symboli k,, oraz 7, nalezy szuka¢ w przyktadzie 2.1.4.
Schemat strukturalny tego uktadu regulacji dany jest na rys. 2.31.

x(t)  q(t)|q,(t)
h(t)=0 + Kp h(t)
—» G.(s) [P Cy

b T+1ps

Rys. 2.31. Strukturalny schemat ukladu stabilizacji poziomu cieczy



Rozdzial 3

Czasowe 1 czestotliwosSciowe
charakterystyki ukladow
dynamicznych

W rozdziale tym zajmujemy sie typowymi czasowymi oraz czestotliwoscio-
wymi charakterystykami uktadéw dynamicznych opisanych operatorowymi
transmitancjami. W pierwszej kolejnosci rozwazane sa charakterystyki ukta-
déw inercyjnych pierwszego rzedu. Dotyczy to przede wszystkim odpowie-
dzi skokowych takich uktadéw. Nastepnie rozpatrujemy odpowiedzi skokowe
oraz charakterystyki czestotliwosciowe (amplitudowe i fazowe) czltonow dy-
namicznych modelowanych standardowymi transmitancjami drugiego rzedu.
Rozdzial zakoniczono analiza odpowiednich charakterystyk uktadéw dyna-
micznych o wyzszym rzedzie, a takze uktadéw nieminimalnofazowych. Pre-
zentowane w tym rozdziale przyklady oraz zadania do samodzielnego roz-
wigzania maja w wielu przypadkach charakter nietrudnych probleméw zwia-
zanych z synteza prostych uktadéw regulacji.

3.1 Uktlady pierwszego rzedu

Przyktad 3.1.1 Obiekt dynamiczny catkujacy o operatorowej transmi-
tancji Gp(s) = kp/s, kp, > 0, objeto petla proporcjonalnego ujemnego sprzeze-
nia zwrotnego poprzez tor o wzmocnieniu ky > 0. Wyznacz operatorows
transmitancje otrzymanego ukladu zamknietego (rys. 3.1), wyrazajac ja
za pomocy statycznego wzmocnienia k i stalej czasowej T'. Zakladajac, ze
do wejscia rozpatrywanego uktadu przylozono sygnaly: a — jednostkowego
skoku potozeniowego oraz b — jednostkowego skoku predkosdciowego, podaj

o7
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przebieg odpowiedzi na kazde z tych pobudzen. Nastepnie, definiujac uchyb
e(t) jako réznice pomiedzy wejSciowym a wyjSciowym sygnalem rozpatry-
wanego uktadu, znajdZz wartos¢ koncowa tego uchybu, wyrazajac ja jako
funkcje wyréznionych wyzej parametrow ki 7.

r(t) Kp c(t)
'_T " s
ke |«

Rys. 3.1. Strukturalny schemat ukladu dynamicznego

Rozwigzanie Operatorowa transmitancja rozpatrywanego uktadu wy-
raza sie wzorem

k
G(s) = ERL (3.1)
14 B2k s+ kpky

Zapisujac te transmitancje jako

G(s)

gdzie k oznacza statyczne wzmocnienie uktadu zamknietego, zas T jest stata
czasowy tego uktadu, mamy: k = 1/ky oraz T' = 1/(kpky). Dla wejsciowego
sygnalu r(t) w postaci jednostkowego skoku 1(¢) odpowiedz uktadu (3.1)
opisana jest wzorem

_k
1+ Ts

o(t) = L= (G(s)R(s)) = £ ( . h

(1+Tﬁ>—k@—et”}1@

zad jej znormalizowany przebieg dany jest w dodatku 2. Zauwazmy, ze
wzmocnienie obiektu £, nie wplywa na koicowa wartoé¢ tej odpowiedzi. Dla
sygnatu 7(t) modelowanego jednostkowym skokiem predkosciowym ¢ - 1(t)
otrzymujemy

c(t) = L7HG(s)R(s)) = L} (M) =k(t-T)+ Te*t/T) - 1(¢).

Wyznaczmy teraz koncowa wartosé uchybu e(t) = r(t) — ¢(t) w kazdym
z rozwazanych wyzej przypadkow. W pierwszym przypadku (a) — dla jedno-
stkowego skoku potozeniowego jako wejscia — koricowa wartosé uchybu jest
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wartoscia skoriczona. Warto$é te mozemy obliczy¢ na podstawie transfor-
maty uchybu
1 k 1 —k+sT

E(S):g_s(1+Ts) - s(14Ts)

Otrzymujemy zatem e(oo) = lims_o(sE(s)) = 1 — k. Rozpatrywany uktad
nie wprowadza uchybu koncowego tylko wtedy, gdy & = 1 (co odpowiada
zastosowaniu jednostkowego sprzezenia zwrotnego).

W drugim przypadku (b) - dla pobudzenia w postaci jednostkowego
skoku predkoéciowego — zachodzi

e(t) =t —k((t—T)+Te /7Y 1(t) = (1 — k)t + kT — kTe /Ty - 1(¢).

Jak widac, jezeli k # 1, uchyb e(t) narasta nieograniczenie w miare uply-
wu czasu. Natomiast w przypadku, w ktérym k& = 1, wartos$¢ koncowa
e(o0) uchybu e(t) istnieje. Korzystajac z twierdzenia o wartosci koricowe;j
oryginatu, obliczamy najpierw

a nastepnie e(00) = lim,_o(sE(s)) =T.

Przyktad 3.1.2 Obiekt dynamiczny catkujacy o operatorowej transmi-
tancji Gp(s) = kp/s, kp, > 0, objeto petla proporcjonalnego ujemnego sprzeze-
nia zwrotnego poprzez tor o wzmocnieniu ky > 0 (rys. 3.1 z przyktadu 3.1.1).
Wyznacz widmowa transmitancje G(jw) ukladu zamknietego. Zbadaj za-
leznos¢ trzydecybelowego pasma przenoszenia tego uktadu wsqp od ky. Niech
w3gp = 10rad - s71, za$ dla w = 0.1 - w3gp zachodzi |G (jw)|q ~ 20dB. O-
szacuj na tej podstawie wartoci parametréw k;, oraz kj.

Rozwigzanie Operatorowa transmitancja rozwazanego uktadu zam-
knietego dana jest wzorem

k 1 1

G — , kx — —, T = — 32

()= 157 kg kil (3:2)
A zatem widmowa transmitancja tego uktadu ma postac

e arctan(wT)

. k k
G(]u}) = G(5)|3:jw = 1+ jwT - m
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7 wyrazenia opisujacego modutl tej transmitancji wynika, ze pasmo prze-
noszenia rowna sie wsqp = 1/7, a zatem ze wzoru (3.2) otrzymujemy wsqp =
kpky. Jak widzimy, jest to wielko§¢ proporcjonalna do wzmocnienia toru
sprzezenia zwrotnego. Z kolei, na podstawie wzoru (3.2) wnioskujemy, iz
dla w = 0.1 - w3qp mozna przyja¢, ze |G(jw)| ~ k. Dla zatozonych danych
liczbowych mamy zatem ky = 1/k ~ 0.1, a nastepnie k, = wsqn/ks ~ 100.

Przyktad 3.1.3 Obiekt sterowania, bedacy cztonem inercyjnym pierwsze-
go rzedu, sterowany jest za pomoca proporcjonalnego regulatora w uktadzie,
ktorego schemat przedstawia sie jak na rys. 3.2. Zaktadajac, iz r(t) = 0, Vt,
oraz przyjmujac, ze do sygnatu sterujacego obiektem dodaje sie zakltbcenie
d(t) = d(t), zbadaj wpltyw tego zaklocenia na wielkos¢ sterowang c(t).

d(t)

r(t) %* 1 c(t)
T k

1+ s

Rys. 3.2. Strukturalny schemat ukladu sterowania

Rozwigzanie Zapiszmy zakloceniowa transmitancje rozwazanego u-
ktadu zamknietego. Mamy

C(s) 1
D(s) (1+k)+s
Dla zatozonego zaktécenia D(s) = L(d(t)) = 1 wyznaczamy transformate
wielkogci sterowane]

1
= h s

a nastepnie, po obliczeniu odwrotnej transformaty Laplace’a, otrzymujemy
c(t) = e~ (R 1(¢). Widzimy zatem, ze powickszajac wzmocnienie k regu-
latora, powodujemy zwiekszenie szybkosci zaniku zakt6ceniowej odpowiedzi
impulsowej tego uktadu.

Zadanie 3.1.1 Schemat pewnego zamknietego uktadu dynamicznego dany
jest na rys. 3.3. OdpowiedZ tego uktadu na jednostkowy skok polozeniowy
osiaga po uplywie 1s wartos¢ réwna 0.63 wartodci ustalonej, ktéra wynosi
0.9. Wyznacz na tej podstawie wartosci parametrow k, oraz 7).
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r(t) Kp c(t)

1 1+Tps

Rys. 3.3. Strukturalny schemat uktadu dynamicznego
OdpowiedZz Parametry obiektu wynosza: k, =9 oraz T}, = 10s.

Zadanie 3.1.2 Dany jest ukltad zamkniety o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.3. Zidentyfikuj czton dynamiczny w gtéwnym kanale tego uktadu,
jezeli wiadomo, 7e dla wymuszenia harmonicznego o pulsacji w = 0.1rad-s™*
przesuniecie fazowe wprowadzane przez uktad zamkniety rowna sie —m /4, zas
wzmocnienie tego uktadu wynosi 0.5.

Odpowiedz Rozwazany czton dynamiczny opisany jest parametrami:
ky, ~ 2.414 oraz T), ~ 34.14s.

Zadanie 3.1.3 Na pojazd o masie m = 1000 kg oddziatuja dwie sity (zob.
rys. 3.4): sita napedu u(t) = 200-1(¢) N oraz sita lepkiego tarcia o wspolczyn-
niku b = 50N - s - m~!. Jaka maksymalng predko$¢ vmax uzyska 6w pojazd
przy zalozeniu zerowej predkosci poczatkowej v(0) = Om -s~1? Po jakim
czasie od chwili przylozenia sity u(t) pojazd uzyska te predkosé¢? Przyjmuje
sie, ze moment, w ktorym predkos$¢ osiaga wartos¢ 95% stanu ustalonego
traktowany jest jako zakoriczenie fazy rozpedzania rozwazanego pojazdu.

sita tarcia sita napedu

bx (t) u(t)
<+— m —’

0O
X

Rys. 3.4. Model sterowania pojazdem mechanicznym

Odpowiedz Pojazd osiagnie maksymalng predkos¢ vmax = 4m-s~! po
59.9s od chwili wtaczenia napedu.
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Zadanie 3.1.4 Wykresl asymptotyczne charakterystyki Bodego obiektu
opisanego operatorows transmitancja dana wzorem
1-s

G =018

Rozwigzanie Asymptotyczne charakterystyki Bodego rozwazanego o-
biektu dane sa na rys. 3.5a,b.

a) b) . 4 o
4 0 of1 1 1|o 160 4
|G (jo)|[dB] -45°/dek
45°
0dB/dek .
i o -90°/dek
20 90 . L
20dB/dek argG(jo)
o | -45° [dek
0dB/dek 138
0 , , LN . 0°/dek
0.1 1 10 100 -180

Rys. 3.5. Charakterystyki Bodego nieminimalnofazowego obiektu dynamicznego

Zadanie 3.1.5 Wyznacz charakterystyke czestotliwodciowa danej transmi-
tancji:

1 s—1
—_— b .
a) 1 )+
Odpowiedz
1 1 s—1
_ —m4arctan w _ m—2arctan w
a = . b =1- .
>s—1 V14 w? ‘ ’ )s+1 c

3.2 Uktady drugiego rzedu

Przyktad 3.2.1 Dany jest strukturalny schemat (rys. 3.6) dwupetlowego
uktadu sterowania, bedacego serwomotorem pradu statego z proporcjonal-
nym regulatoriem oraz predkoéciowym korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym.
Znajdz wartosci nastaw k oraz k¢, zapewniajace odpowiedzi skokowej rozwa-
zanego zamknietego ukladu sterowania przeregulowanie ko, = 20% oraz czas
wystapienia przeregulowania (czas maksimum) 7, = 1s. Jaka jest wartosc
czas6w ustalania Tioo, oraz Tg5y tej odpowiedzi?
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rt)

Rys. 3.6. Strukturalny schemat dwupetlowego uktadu sterowania

Rozwigzanie Transmitancje uktadu zamknietego, dana wzorem

C(s) k

Gls) = R(s)  k+ (14 kky)s + s

przedstawi¢ mozna w standardowej postaci

1

G(s) = 3.3
(5) 14+ 2(Ts+ 7252 (3:3)
gdzie
1 1
= z oraz 2(T = z + k.

Przeregulowanie Ko, oraz czas maksimum T); odpowiedzi skokowej uktadu
modelowanego ta transmitancja, przy 0 < ¢ < 1, dane sa formutami

s

_ _ o _
Ry = K- 100% = exp <—m> . 100%, TK = \/17_74_2 T (34)

z ktorych wynika, ze

| In k| V1—¢? .. (3.5)

(=—— oraz 7=-"—"——
Va2 +In’k ™

Skad dla danych specyfikacji uzyskuje sie parametry ¢ = 0.456 oraz 7 =
0.283s, a nastepnie nastawy k = 1/72 = 12.46 oraz k; = 2(t — 1/k = 0.178.

Przebieg odpowiedzi skokowej uktadu sterowania zilustrowano na rys.
3.7. W oparciu o ten przebieg okreslono ’doktadne’ wartosci czaséow ustala-
nia: Ty = 2.359s oraz T,50 = 1.488s. Oszacowania tych czaséw wynosza:
Tyeoy, ~ 47/ = 2.485s oraz Ty59, ~ 37/¢ = 1.86s.
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c(t)

t [s]
0 1 2 3

0

Rys. 3.7. Odpowiedz skokowa ukladu sterowania

Przyklad 3.2.2 Dany jest strukturalny schemat ukladu sterowania jak
na rys. 3.8. W uktadzie tym wystepuje szeregowy regulator o wzmocnie-
niu k oraz dwie petle ujemnego sprzezenia zwrotnego: zewnetrzna petla
jednostkowego sprzezenia potozeniowego oraz wewnetrzna petla sprzezenia
predkosciowego — wzmocnienie sygnatu w torze predkosciowego sprzezenia
wynosi ki.

Rys 3.8. Strukturalny schemat serwomotoru pradu stalego

Nalezy dobra¢ takie wartosci nastaw k oraz k¢, aby zamkniety uktad byt
ttumiony krytycznie, za$ czas ustalania odpowiedzi skokowej tego uktadu
wynosit T < 0.25s.

Rozwigzanie Operatorowa transmitancja zamknietego uktadu stero-
wania dana jest wzorem

C(s) 2k
R(s)  2k+ (1+2kt)s+ s2

G(s) =

Te transmitancje drugiego rzedu przedstawi¢ mozemy w standardowej formie
(3.3), przy czym w rozwazanym przypadku mamy
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1 1 k
2 t
T o oraz 2(T o + A

7 wymagan postawionych zamknietemu uktadowi sterowania wynika, ze
¢ = 1. Transmitancja (3.3) przyjmuje przeto posta¢ G(s) = 1/(1 + 7s)2.
Odpowiedz skokowa rozwazanego uktadu dana jest przeto wzorem

h(t) = £~ <G(S)> =1- (1 + ;) T t>0.

S

Niech Tsa oznacza czas ustalania tej odpowiedzi dla kontrolnej strefy o
zalozonej szerokosci £A. Zachodzi zatem (1 4 Tya/7)e” 52/ = A. Roz-
wiazania tego nieliniowego réwnania dla A = 0.02 oraz A = 0.05 wynosza
odpowiednio: Ty ~ 5.834 - 7 oraz Ty ~ 4.744 - 7. Na tej podstawie
wyznaczamy parametr 7 = 0.04285s, ktéremu odpowiadajg nastawy k =
272.284 oraz ky = 22.8347.

Warto zwroci¢ uwage, ze przy ¢ = 1 podane wyzej wartosci czaséw
ustalania Tsa istotnie odbiegaja od odpowiednich przyblizonych wartosci,
uzyskanych na podstawie czesto zalecanych uproszczonych formul: Tiop ~
41/¢ oraz Ty =~ 37/C. Formuly te sg bowiem stuszne tylko dla stabo ttu-
mionych (( < 1) odpowiedzi skokowych. W szczegolnosci, zastosowanie
wzoru Tyy ~ 47/¢ prowadzi w naszym przypadku do nastaw znacznie
rézniacych sie od oblicznych wczedniej: k& = 128.0 oraz k; = 15.5. Jak
tatwo sprawdzié¢, tak zaprojektowany uklad sterowania charakteryzowalby
si¢ odpowiedzia skokowa wolniejsza od wymaganej (por. rys. 3.9).

c(t)

S e
-
/
/ doktadny wzér
// ——— przyblizony wzér
E

/ t [s]

0
0 0.2 0.4 06

Rys 3.9. Poréwnanie odpowiedzi skokowych uktadu sterowania
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Przyklad 3.2.3 Narys. 3.10 dany jest schemat uktadu sterowania potoze-
niem z wykorzystaniem sygnalu pomiarowego proporcjonalnego do predkosci
roboczego elementu obiektu. Na obiekt ten, obok sygnalu sterujacego, od-
dzialtuje takze zaktocenie d(t).

-

d(t) }F obiekt i

r(t) e(t) g ] ] | c(t)
k > o — J‘
|

Rys. 3.10. Strukturalny schemat uktadu sterowania

Dobierz takie wartosci nastaw k oraz ki, aby dla zaktocenia d(t) = 1(t)
warto$¢ bezwzgledna ustalonego uchybu nie przekraczata |e(oo)| < 0.005, zas
czas ustalania sygnatowej odpowiedzi skokowej uktadu zamknietego wynosit
Tyo0, < 0.5s. Oszacuj przeregulowanie ko, tej odpowiedzi.

Rozwiagzanie Sygnatowa transmitancja operatorowa ukladu zamknie-
tego dana jest wzorem

C(s) k
R(s) k4 (34 kkg)s + s2

zad zakloceniows uchybows transmitancje tego uktadu okresla wzor

Gre(s) = (3.6)

_E(s) _ —1
Gaels) = D(s)  k+ (3+kky)s+s2

Dla zalozonego zaktocenia (D(s) = 1/s) mamy |e(co)| = 1/k, k > 0.
Na tej podstawie uzyskujemy ograniczenie k > knin = 200. Przedstawiajac
transmitancje (3.6) w standardowej postaci (3.3), otrzymujemy wzory: 72 =
1/k oraz 2(t = 3/k + ki. Szacujac czas ustalania jako Ty ~ 47/(, na
podstawie warunkow zadania dostajemy 7 = (/8. Przyjmijmy minimalng ze
wzgledu na wymagane ttumienie wpltywu zakldcenia warto§¢é wzmocnienia
kE = kmin = 200. Ze wzoru (2 = 64/k wynika przeto, ze ¢ = 0.566. Takiej
wartosci wspotezynnika ttumienia odpowiada przeregulowanie ko, = 11.59 %,
wyznaczone ze wzoru (3.4). Parametr k¢, obliczony ze wzoru ky = 2(7 —3/k,
rowna sie k; = 0.065, zachodzi przy tym 7 = 0.0707s. Sygnatowa odpowiedz
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skokowa tak zaprojektowanego uktadu charakteryzuje sie czasem ustalania

Tyo9, = 0.415 s, spelniajacym postawione wymaganie (por. rys. 3.11).

t [s]
0 0.2 0.4 0.6

0

Rys. 3.11. Odpowiedz skokowa ukladu sterowania

Przyktad 3.2.4 Zaktadajac, ze operatorowa transmitancje zamknietego
uktadu regulacji mozna przyblizy¢ nastepujaca standardowa transmitancja
drugiego rzedu

wp
T W2+ 2wns + 52 (37)

G(s)

wyznacz na plaszczyznie zespolonej miejsce geometryczne biegunéw tej trans-
mitancji, ktorym towarzyszy przeregulowanie k < Kpax = 0.2 oraz czas usta-
lania Tgoq, < To9,... = 0.5s odpowiedzi skokowej rozwazanego ukladu.

Rozwiazanie Bieguny s; 9 transmitancji (3.7) dane sa wzorem

512 = —Cwn & jupv1— C2

z ktérego wynika, ze dla 0 < { < 1 zachodzi

/=0
¢

tana =

(zob. rys. 3.12a), a zatem

a = arctan <1C_C2> = arccos (. (3.8)
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Na podstawie wzoréw (3.4) oraz (3.8) wnioskujemy, ze k£ = e~ ™/t g
pozwala na zapisanie poszukiwanej zaleznogci
T
a < Qpax = arctan | ——— | .
In Kmax
b) A
a) jims
A
jlms
20 max Re s
. 2 >
R — joV1-¢
>~
: S
i o Re s -
L
- Cop,
[9) d) A
4 jlms
Jims
2a Re s
Re s max >
S max i S max

Rys. 3.12. Zaleznosci miedzy potozeniem biegunéw transmitancji drugiego rzedu a
wskaznikami k oraz Ts29 odpowiedzi skokowej ukladu modelowanego tg transmitancja:
a) polozenie biegunéw transmitancji drugiego rzedu, b) obszar dopuszczalnego polozenia
biegunéw dla kK < Kmax, ¢) obszar dopuszczalnego polozenia biegunow dla
Tso% < Tso%max, d) Obszar dopuszczalnego polozenia biegunéw dla xk < Kmax oraz

T52% S TSQ%max

Miejsce geometryczne biegunéw transmitancji (3.7) uktadu zamknietego,
ktorego skokowa odpowiedz posiada przeregulowanie x nie wieksze niz Kmax,
przedstawiono na rys. 3.12b. Przyjmujac, ze Tyoq =~ 4/(Cwy), uzyskuje sie

nastepujace przyblizone oszacowanie
4
_Cwn SOmax = — 55—
TS2%max

Miejsce geometryczne biegunow rozwazanej transmitancji (3.7) ukltadu
zamknietego, charakteryzujacego sie czasem ustalania Ty, nie wickszym niz
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T'59%,.....» Przedstawiono na rys 3.12c¢. Laczac wymagania dotyczgce przeregu-
lowania k oraz szybkodci regulacji Tio0;, otrzymuje sie obszar dopuszczalnego
polozenia biegunoéw transmitancji (3.7), pokazany na rys. 3.12d.

Zgodnie z warunkami zadania otrzymujemy: amax = 62.9° oraz omax =
—8(s7!). Rozwazmy transmitancje (3.7) o przyktadowych biegunach s1 o =
—10 %+ 712. Bieguny te naleza do dopuszczalnego obszaru: zachodzi bowiem
¢ = 0.6402 oraz w, = 15.621 (rad - s7!), a zatem o = 50.2°. Weryfikujac
powyzsze rozwazania na drodze symulacyjnej, stwierdzamy, ze odpowiedz
skokowa uktadu modelowanego transmitancja drugiego rzedu o podanych
biegunach charakteryzuje sie wskaznikami ko, = 7.3% oraz Ty = 0.384s.

W dalszych rozwazaniach obowigzuje konwencja, zgodnie z ktora, punkty
na ptaszczyznie zespolonej C traktujemy jako wielkosci bezwymiarowe, kaz-
dorazowo pamietajac jednak o ich stosownej interpretacji w domenie czasu.

Przyklad 3.2.5 Dana jest operatorowa transmitancja pewnego uktadu dy-
namicznego

1
Gls) = 1+2¢s+ 8%

Jak mozna oszacowaé (zidentyfikowaé) wartosé parametru ¢ tej transmi-
tancji?

Rozwiazanie Przedstawiajac G(s) w standardowej postaci (3.7), ma-
my wy, = 1rad -s~!. Rozpatrzmy widmowa transmitancje
2
w 1
GUw) = 5= = 2 :
wz — w? + j2Cwpw 1_(i> +j2§<;7)

Latwo stwierdzi¢, ze dla w = w,, zachodzi G(jw,) = 1/(j2(). Zatem,
mierzac warto$¢ modutu |G(jw)| dla tej pulsacji, uzyskujemy mozliwosé
oceny wspo6tczynnika ttumienia ¢ zgodnie z prostym wzorem

(= gt

2|G(jw)

Zauwazmy, ze dla uktadu opisanego rozwazana transmitancja rzedu dru-

giego, istnieje dogodna jednoznaczna zaleznosé miedzy wspoétczynnikiem ttu-

mienia ¢, a tatwym do pomierzenia przeregulowaniem x odpowiedzi skokowej

tego uktadu, zaleznoéé te takze mozna wykorzystaé¢ do oceny wartosci (.

Zachecamy Czytelnika do zaproponowania wtasnych metod identyfikacji

parametréw standardowych transmitancji drugiego rzedu (3.3) oraz (3.7).
W tym celu pomocne beda dane zamieszczone w dodatku 2 (tabela D2.1).

w=1rad-s~ 1
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Przyklad 3.2.6 Narys. 3.13 dany jest schemat pewnego prostego uktadu
regulacji, przy czym T' = 2s oraz Ty = 0.3s. Nalezy w taki sposéb ustali¢
warto$¢ wzmocnienia k regulatora proporcjonalnego oraz statej rézniczkowa-
nia T, aby amplitudowa charakterystyka transmitancji uktadu zamknietego
opisana byta wskaznikiem oscylacyjnosci M, = 1.4 oraz pasmem przenosze-
nia wsgg = 15rad - s7'. Ponadto nalezy oszacowaé przeregulowanie k, czas
maksimum T}, oraz czas ustalania Ti5e, odpowiedzi skokowej tego uktadu.

r(t) 1 c(t)
Tos (1+Ts)

A

1+T,s

Rys. 3.13. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Rozwiagzanie Operatorowa transmitancja rozwazanego ukladu dana
jest wzorem

C(s) k
R(s)  k+ (T +kTy,)s + ToTs?

G(s) =

Transmitancje te przedstawiamy w standardowej postaci (3.3), gdzie

| TyT T,  To
T=\— orez C—E—F%.

Na podstawie wzoréw zamieszczonych w dodatku 2 zapisa¢ mozna za-
leznosé

1
2 _
M dea-ay

z ktorej wynika uzyteczna formuta

gz\/;(1_,/1_ﬂ}3), M, >1 (3.9)

taczaca wskaznik oscylacyjnoéci M, ze wspétczynnikiem ttumienia . Z kolei,
parametr 7 transmitancji (3.3) zwiazany jest z pasmem przenoszenia wsqp
uktadu modelowanego ta transmitancja oraz ze wspétczynnikiem ttumienia
¢ nastepujacym wzorem:

0<¢<

Sl
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Ji-2¢+ /020711

W3dB

T =

Biorac pod uwage warunki zadania, otrzymujemy ¢ = 0.3874 oraz 7 =
0.0924s. Wartosci nastawialnych parametréow uktadu regulacji wynosza za-
tem k = ToT/7% = 70.2969 oraz T, = 2(t — 72/T = 0.0673s. Skokowa
odpowiedz tego ukladu opisana jest nastepujacymi wskaznikami: ke =
26.7%, T, = 0.3155s, Tg50, = 0.734 s oraz Tys0, = 0.712s.

Przyktad 3.2.7 Dynamiczny obiekt (uktad zamkniety) opisany jest ope-
ratorowa transmitancja drugiego rzedu

1+4+o07s

G(s) = .
() 1+ 2¢Ts + 7252
Zaktadajac ustalong wartos¢ wspotczynnika ttumienia ¢, 0 < ¢ < 1,
wyznacz taka warto$¢ parametru o, ktérej odpowiada minimalne przeregu-

lowanie k odpowiedzi skokowej rozwazanego obiektu.

(3.10)

Rozwigzanie Przeregulowanie k dane jest wzorem (zob. dodatek 2)
K((, o) = v(C,0) - e ¢Tx(Go)

gdzie

v(C,0) = Vo?2—-20(+1
7 + arctan <0v 1_CQ>

o(—1
Vi-e

Roézniczkujac funkcje k((, o) wzgledem o, otrzymuje sie

TH(Cv o) =

or(¢o)  [(o-C OT(C0) | Tt
= _<1/(C,U) Cv(¢, o) 5 )e T, . (3.11)

Pochodna, funkcji T (¢, o) wzgledem o wyznacza sie ze wzoru

0T (¢, o) B 1
oo 12(¢ o)

(3.12)
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Ze wzorow (3.11) oraz (3.12) wynika, ze

Ok(¢0) o o= CTe(Co)
0o v(¢, o) '

Ze wzgledu na zmienng o funkcja (¢, o) posiada wiec ekstremum w punkcie
o =0, przy czym

2 _
k(G o) T <
do? o=0

Przy ustalonym wspoétczynniku ttumienia ¢ minimalng wartosé przeregu-
lowania k((, o) odpowiedzi skokowej uzyskuje sie zatem dla zerowej wartosci
parametru o. Ta minimalna warto$¢ przeregulowania x(¢,0)|,_, okreslona
jest znanym wzorem (3.4).

Przyktad 3.2.8 Model zamknietego uktadu sterowania dany jest struktu-
ralnym schematem jak na rys. 3.14.

r(t) 1 c(t)

'ff R e NS

3.14. Strukturalny schemat ukladu sterowania

a) Zakladajac, ze odpowiedz skokowa tego ukladu ma sie charakteryzowaé
wspoétezynnikiem tlumienia ¢ = 0.25, wyznacz odpowiednia wartoscé
wzmocnienia, k.

b) Oblicz wartosé ustalonego uchybu wystepujacego w nastawionym jak
wyzej uktadzie, jezeli do jego wejicia przylozony jest jednostkowy syg-
nal predkosciowy r(t) =t - 1(t).

¢) Sprawdz, czy mozna wyeliminowa¢ ustalony uchyb towarzyszacy $ledze-
niu sygnatu predkosciowego, wprowadzajac do transmitancji uktadu
zamknietego rzeczywiste zero poprzez modyfikacje tego uktadu wedtug
schematu pokazanego na rys. 3.15.
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Ts
r(t) —l“ 1 c(t)

s(1+s)

3.15. Strukturalny schemat ukladu sterowania z pomocniczym torem sygnatowym

Rozwiazanie
a) Transmitancja uktadu z rys. 3.14 jest funkcja

C(s) k
R(s) k+s+s2

T(s) =

w ktorej, po zapisaniu w standardowej formie (3.7), wystepuja parame-

try
1 1
= =" oraz w,=Vk.
C 2w, 2\/% "

Zalozong wartosé wspétczynnika ttumienia ¢ = 0.25 uzyskuje sie przeto
dla k = 4.

b) Transformata sygnalu odpowiedzi ukladu na jednostkowe pobudzenie
predkogciowe okreslona jest wzorem C(s) = T(s)/s?, a zatem transfor-
mata uchybu przyjmuje postaé

B 2Cwy, + s
 s(w2 + 2¢wps + s2)

z ktorej wynika ustalona wartos¢ tego uchybu e(oco) = 2¢/w, = 0.25.
¢) Dla uktadu sterowania z rys. 3.15 zachodzi

_C(s)  k(1+1Ts)
T(s) = R(s)  k+s+s?

Transformata uchybu sterowania przy odtwarzaniu jednostkowego syg-
natu predkosciowego dana jest w tym przypadku wzorem

E(s) = R(s) — C(s) = w

Ustalona wartos¢ uchybu réwna sie e(oo) = 1/k — T, a zatem, kladac
T = 1/k, mozna 6w uchyb sprowadzi¢ do zera. Transmitancja tak
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zmodyfikowanego uktadu przybiera posta¢ T(s) = (4+5)/(4+ s+ s2).
Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie wplywu omawianej modyfikacji
na wartos¢ przeregulowania odpowiedzi skokowej uktadu zamknietego
(por. przyktad 3.2.7).

Przyklad 3.2.9 Dany jest uktad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.16.

r(t) c(t)
Go(s) | Gp(s)

G (s)

Rys. 3.16. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Operatorowa transmitancja regulowanego obiektu ma postac

ky=4, T,=0.15s.

Transmitancja

1

) =157

Ty =0.01s

modeluje pomiarowy czujnik o inercyjnym charakterze. W ukltadzie zasto-
sowano proporcjonalny regulator o transmitancji G.(s) = k.. Wyznacz taka
warto$¢ wzmocnienia k. regulatora, aby przeregulowanie ko, odpowiedzi c¢(t)
uktadu zamknietego na jednostkowy skokowy sygnatl wielkosci zadajacej r(t)
wynosito kg, = 20%. Oblicz ustalong warto$¢ ¢(oo) uchybu regulacji e(t) =
r(t) — c(t) przy takim wzmocnieniu k..

Rozwiagzanie Uktad regulacji opisany jest operatorowa transmitancja
G(s) dana wzorem

Cs)  Gls)Gyls)
R(s) 1+ G(5)Gp(s)Gm(s)

G(s) =

Przedstawiajac te transmitancje w standardowej postaci (por. (3.10))
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1+o7s
1+ 2(Ts+ 7252

G(s) = G(0)
otrzymuje sie nastepujace formuty:

kokiy T (1 + keky)
S T,

T + T, T,
¢= s TEN T
27/ T Tp(1 + kckyp) 1+ keky

Zaktadajac, ze 0 < ¢ < 1 oraz korzystajac z dodatku 2, mozna wy-
prowadzi¢ ponizszy wzor, opisujacy zaleznosé przeregulowania x odpowiedzi
skokowej badanego uktadu od parametrow k., 1), oraz T}, jego transmitancji:

G(0) = G(s) =0 =

K = exp (-\/ﬁ <7T+arctan (@))) V14622 -2y

(3.13)
gdzie
T, T, T, T, T,
a:7m+ b B=,/=" oraz 7:7m+p
2/TnT, T, 21,
sa parametrami, zas
X =1+ kcky,

oznacza pomocnicza niewiadoma zalezng od wzmocnienia k.. Zgodnie z wa-
runkami przykladu mamy: o = 2.06559, 8 = 0.258199 oraz v = 0.533333.

Przy ustalonej wartosci k wzor (3.13) okredla rownanie, z ktorego wy-
znacza sie¢ niewiadoma x. W ogélnym przypadku jest to r6wnanie nieliniowe
i jego przyblizonego rozwiazania poszukuje sie na drodze numeryczne;j.

Tak postepujac, dla £ = 0.2 otrzymano x = 3.590042, zas odpowiednie
wzmocnienie regulatora wynosi k. = 2.9721. Ustalong warto$¢ uchybu dla
jednostkowego sygnatu zadajacego oblicza sie ze wzoru e(oco) = 1 — G(0) =
1/(1 + kcky) = 0.07759. Przebieg odpowiedzi skokowej rozwazanego uktadu
regulacji, pozwalajacy na weryfikacje poprawnosci uzyskanego rozwiagzania,
przedstawiono na rys. 3.17.
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c(t)
1 /\

t [s]
0 002 004 006 008 0.1

0

Rys. 3.17. Odpowiedz skokowa ukladu regulacji

Zadanie 3.2.1 Na rys. 3.18 dano strukturalny schemat pewnego uktadu
reglacji — serwomotoru pradu statego z regulatorem proporcjonalnym.

r(t) 1 c(t)

'_f KT sGes)

Rys. 3.18. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Okresl warto$¢ wzmocnienia k tego regulatora, przy ktorej uktad zam-
kniety jest: a) — uktadem o oscylacyjnym charakterze, b) — uktadem o kry-
tycznym tlumieniu oraz ¢) — ukladem przettumionym.

Odpowiedz Uklad jest uktadem: a) — oscylacyjnym dla k > 2.25, b)
— krytycznie ttumionym dla k = 2.25 oraz c) — przettumionym dla k < 2.25.

Zadanie 3.2.2 Obiekt dynamiczny, ktérego model stanowi operatorowa
transmitancja

1

() = Gr a2t

jest sterowany w ukladzie zamknietym z jednostkowym ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym za posrednictwem proporcjonalnego regulatora o wzmocnie-
niu k.

a) Przy jakim k odpowiedz skokowa tego uktadu bedzie miata oscylacyjny
charakter?
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b) Wyznacz wartosé k, przy ktorej przeregulowanie o, odpowiedzi skokowej
uktadu zamknietego wyniesie ko, = 25%.

¢) Oblicz ustalong wartosc tej odpowiedzi dla wzmocnienia k wyznaczonego
w punkcie b.

Odpowiedz
a) Oscylacje w przebiegu odpowiedzi skokowej wystapia przy k > 5.76.

b) Przeregulowanie odpowiedzi skokowej ma wartosé¢ ko, = 25% dla k =
40.476.

c¢) Ustalona warto$¢ odpowiedzi skokowej uktadu wynosi h(co) = 0.976.

Zadanie 3.2.3 Dany jest schemat uktadu sterowania jak na rys 3.19.

r(t) ; L] e

Rys. 3.19. Strukturalny schemat uktadu sterowania

a) Podaj operatorows transmitancje uktadu zamknietego.

b) Przyjmujac, ze r(t) = 10 - 1(¢), okresl wartos¢ odpowiedzi tego uktadu w
stanie ustalonym.

¢) Odpowiedz zamknietego uktadu na skokowy sygnal r(¢) osiaga bez prze-
regulowan wartos$¢ ustalong w najkréotszym czasie, jezeli wspotczynnik
ttumienia transmitancji tego uktadu réwna sie ¢ = 1. Wyznacz wartos¢
parametru k,, przy ktérej ten warunek zachodzi.

d) Zaktadajac, ze uklad o parametrach okreslonych w punkcie ¢ ma osia-
gnac (z doktadnoscig +2%) stan ustalony po 6 sekundach od momentu
przytozenia skokowego sygnatu zadajacego, znajdz wartosé parametru
k, ktora zapewnia spelnienie tego wymagania.
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Odpowiedz
C(s k
a) T(s) = 38 = Ftkkysts?-

b) Wartos¢ ustalona odpowiedzi wynosi ¢(oco) = 10.
¢) Poszukiwany warunek dany jest wzorem k, = 2/ Vi, k> 0.

d) Wymagania spelniaja parametry k = 0.9454 oraz k, = 2.0569.

Zadanie 3.2.4 Dany jest strukturalny schemat pewnego uktadu sterowa-
nia (rys. 3.20). Nalezy tak dobra¢ wartosci wspotczynnikow ko, k1 oraz ko,
aby uktad ten charakteryzowat sie jednostkowym statycznym wzmocnieniem
oraz skokowa odpowiedzig o przeregulowaniu kg ~ 10% i czasie ustalania
Toon ~ 0.55s.

r(t) 1 1 c(t)
— K, 8 — - —

Ky

A

Rys. 3.20. Strukturalny schemat uktadu sterowania

Odpowiedz Uktad o parametrach kg = k1 = 22.222 oraz ko = 2 posia-
da odpowiedz skokowsa opisana wskaznikami o akceptowalnych wartosciach:
Ky, = 9.48% oraz Tyoy = 0.446s.

Zadanie 3.2.5 Na rys. 3.21 podany jest schemat strukturalny pewnego
uktadu regulacji z pomocniczym sprzezeniem predkosciowym. W wyniku
identyfikacyjnego eksperymentu ustalono, ze odpowiedz skokowa uktadu, w
ktorym z takiego sprzezenia predkosciowego sie nie korzysta (k; = 0), charak-
teryzuje sie przeregulowaniem ko, = 50% oraz czasem ustalania Ty = 2.
Uznano, ze proces przej$ciowy o takich wskaznikach nie spelnia stawianych
wymagan — zada sie bowiem dwukrotnie mniejszego przeregulowania, a takze
dwukrotnie mniejszego czasu ustalania. Wyznacz takie wartosci parametréw
k oraz k;, ktére zapewnig wymaganag jako$¢ procesu przejsciowego.
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Rys. 3.21. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Odpowiedz Z eksperymentu identyfikacyjnego wynika nastepujace o-
szacowanie statej czasowej T obiektu: T = 0.254s. Traktujac T jako nomi-
nalny parametr transmitancji obiektu, wyznaczono wartosci nastaw uktadu
regulacji: k = 12.478 oraz k: = 0.0414. ’Rzeczywista’ warto$¢ stalej cza-
sowej obiektu wynosi T' = 0.272s. Symulujac odpowiedz skokowsa tak zapro-
jektowanego ukltadu zamknietego, stwierdzono, ze ko, = 26.4% oraz T,y =
0.88s.

Zadanie 3.2.6 Strukturalny schemat uktadu regulacji, ztozonego z iner-
cyjnego obiektu objetego korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym oraz catku-
jacego regulatora, przedstawiono na rys. 3.22. Parametry operatorowej
transmitancji obiektu wynosza: kg = 8 oraz T" = 0.3s. Nalezy tak do-
bra¢ nastawe T; regulatora catkujacego oraz warto$¢ wzmocnienia k toru
korekcyjnego sprzezenia zwrotnego, aby przeregulowanie odpowiedzi skoko-
wej uktadu zamknietego rownalo sie kg, = 15%, za$ pasmo przenoszenia tego
ukladu miato wartosé¢ wsgg = 15rad - s71.

-

(1)

1 k o(t)
_4 T;s

4 1+Ts

Rys. 3.22. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Odpowiedz Parametry uktadu to: T; = 0.1859s oraz k = 0.3393.

Zadanie 3.2.7 Uktad dynamiczny opisany jest transmitancja
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4
G(s) = ——.
() 4+ 4(s + s?
Przy jakiej wartosci wspotczynnika ttumienia ¢ pasmo przenoszenia tego
uktadu bedzie réwne pulsacji drgan niettumionych?

Odpowiedz Poszukiwana wartos¢ wynosi ¢ = 1/v/2 ~ 0.707.

Zadanie 3.2.8 Wyznaczono asymptotyczna logarytmiczng charakterystyke
amplitudowa pewnego otwartego uktadu regulacji z jednostkowym ujemnym
sprzezeniem zwrotnym (rys. 3.23).

A

1G,(jo)l
N

-20dB/dek

-40dB/dek
®s °°’3\‘01

Rys. 3.23. Asymptotyczna logarytmiczna charakterystyka amplitudowa ukladu

v

otwartego

Podaj typ i parametry transmitancji operatorowej Go(s) uktadu dyna-
micznego modelowanego ta charakterystyka (zakladajac jego minimalnofa-
zowos¢), a nastepnie okregl zalezno$¢ wspotezynnika ttumienia ¢ transmi-
tancji odpowiedniego uktadu zamknietego od charakterystycznych pulsacji
w1, wy oraz ws, wystepujacych na tym rysunku.

OdpowiedZz Rozwazana transmitancja ma postac

k
G =
o(s) s(1+Ts)
gdzie
k,=w; oraz T = —.
w2
Zachodzi ponadto
w2
ky w1 w9 w3

wg = WiWwy =
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Zadanie 3.2.9 Schemat pewnego uktadu regulacji z korekcyjnym sprzeze-
niem dano na rys. 3.24, przy czym T = 5s oraz Ty = 0.5s. Wyznacz parame-
try ki oraz kg zapewniajace transmitancji uktadu zamknietego wskaznik os-
cylacyjnoéci M, = 1.25 oraz pasmo przenoszenia wzgp = 8rad -s~!. Oszacuj
wskazniki ko, T); oraz Tyoy odpowiedzi skokowej tego ukladu.

10 k 1 RS
3 ! _ 1+Ts Tos

ko

Rys. 3.24. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Odpowiedz Dla ki = 90.5905 oraz k2 = 25.9207 mamy: ko, = 20.79%,
T, = 0.584s, Ty = 1.495s oraz Tgoq, = 1.388s.

Zadanie 3.2.10 Uktad regulacji ztozony jest z obiektu o catkujacym charak-
terze oraz regulatora PI (rys. 3.25).

~

r(t) _e(t ke (1+Tis) | f 1 c(t)
_ Tis Tos

Rys. 3.25. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Przyjmujac Ty = 4s, wyznacz wartodci nastaw k. oraz T; tego regu-
latora, zapewniajace uktadowi regulacji wskaznik oscylacyjnosci M, = 1.3
oraz pasmo przenoszenia wsqp = 3rad - s~!. Oszacuj przeregulowanie Ko,
czas maksimum 7}, oraz czas ustalania Ty59, odpowiedzi skokowej tak zapro-
jektowanego uktadu.

Wskazowka: pokaz, ze dla transmitancji drugiego rzedu (3.10) ze skori-

czonym zerem odpowiadajacym o = 2¢ stuszne sa nastepujace zaleznosci:

/ 2
(z\/l_\/a oraz T = G
2a W3dB

1
azl—ﬁ oraz =1+ 22

r

gdzie
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Odpowiedz Regulator PI o nastawach k. = 2(Ty/T = 7.9618 oraz
T; = 2¢7 = 0.8885s prowadzi do ukladu regulacji o skokowej odpowiedzi

opisanej wskaznikami: ko = 22.28%, T, = 1.51s, T,59, = 3.30s oraz Tyse =
2.90s. Przebieg tej odpowiedzi pokazano na rys. 3.26.

c(t)

D T

t [s]
0 1 2 3 4 5

0

Rys. 3.26. Odpowiedz skokowa ukladu regulacji

Zadanie 3.2.11 Dany jest uktad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 3.16. Obiekt regulacji opisany jest transmitancja Gp(s), za$ zas
transmitancja G, (s) modeluje wlasnosci czujnika wielkosci sterowanej c(t),
przy czym

0.6 1
Gpls) = 035, % Omls) = TG 03s

Wyznacz wzmocnienie k. proporcjonalnego regulatora G.(s) = k., za-
pewniajace temu uktadowi odpowiedz skokowsg o przeregulowaniu ko, = 15%.
Sprawdz, czy dla jednostkowego skokowego sygnatu zadajacego r(t) przy za-
tozonej wartosci przeregulowania k mozna uzyskaé ustalong wartoéé¢ uchybu
regulacji e(t) = r(t) — c(t), rowna e(oco) = 0.05. W przypadku odpowiedzi
negatywnej, wyznacz wzmocnienie k. proporcjonalnego regulatora, pozwala-
jace na zadane zmniejszenie uchybu, a nastepnie oszacuj przeregulowanie Ko,
odpowiedzi skokowej uktadu z tak nastawionym regulatorem.

Odpowiedz Wzmocnienie k. = 13.2419 zapewnia ukladowi regulacji
skokowa odpowiedz o przeregulowaniu kg, = 15% oraz ustalonym uchybie
e(00) = 0.11179. Zadanie e(oo) = 0.05 mozna spehi¢, przyjmujac k. =
31.6667. Takiemu wzmocnieniu towarzyszy jednak skokowa odpowiedZ o
przeregulowaniu ky, = 52.8%, ktoére wielokrotnie przekracza dopuszczalng
wartos¢ (por. rys. 3.27).
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/ — ko =13.2419

| ——— k,=31.6667

I t [s]

0 01 02 03

Rys. 3.27. Poréwnanie odpowiedzi skokowych dla réznych wartoéci wzmocnieid

regulatora

3.3 Ukltady wyzszych rzedéw. Obiekty z opdznie-
niem

Przyktad 3.3.1 Model dynamicznego uktadu dany jest nastepujaca ope-
ratorowa transmitancja trzeciego rzedu

8
104+ 9s + 4.582 + 837

G(s) (3.14)

W wyniku symulacji tego uktadu stwierdzono, ze jego odpowiedz sko-
kowa posiada przeregulowanie ko, = 10.6%, czas maksimum 7T, = 2.328s,
czas narastania T, = 1.056 s oraz czas ustalania T,y9 = 3.267s, zas$ amplitu-
dowa charakterystyka transmitancji (3.14) opisana jest wskaznikiem oscyla-
cyjnoéci M, = 1.031, rezonansows pulsacjg w, = 1.071rad-s~! oraz pasmem
przenoszenia wsgp = 2.13rad - s~'. Nalezy w taki sposéb uprosci¢ transmi-
tancje G(s), czyli pierwotny model wysokiego rzedu, aby zredukowny model
drugiego rzedu:

a) dopasowywal wartosci wskaznikow ko, oraz Ty pierwotnego modelu,
b) dopasowywal wartosci wskaznikow ko, oraz Ty pierwotnego modelu,

¢) zachowywal dominujace bieguny pierwotnego modelu.

O wszystkich zredukowanych modelach drugiego rzedu zaktada sie, ze ich
statyczne wzmocnienia réwne sg statycznemu wzmocnieniu upraszczanego
modelu (3.14). Ponadto, dla kazdego zredukowanego modelu nalezy osza-
cowaé wartosci wymienionych wyzej wskaznikéw odpowiedzi skokowej oraz
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charakterystyki amplitudowej, poréwnujac je z wartoéciami opisujacymi pier-
wotny model (3.14). Upraszczanie modelu wysokiego rzedu nalezy poprzedzic¢
analizg uzasadniajaca dopuszczalnosé takiej redukcji.

Rozwigzanie Przedstawmy mianownik transmitancji (3.14) w postaci
czynnikéw pierwszego oraz drugiego stopnia

8

) = a5 raatos 15

Jak widzimy, pierwszemu czynnikowi odpowiada inercyjny czton dyna-
miczny pierwszego rzedu o stalej czasowej 7 = 0.4s, za$ z drugim czyn-
nikiem zwigzany jest oscylacyjny czton dynamiczny drugiego rzedu, ktérego
wspo6tezynnik ttumienia wynosi (o = 0.5, a pulsacja naturalna ma wartosé
w, = 2rad - s7! — czemu odpowiada stala czasowa 7 = 1/(Cown) = 1s.
7 powyzszego wynika, ze stata czasowa cztonu drugiego rzedu jest znacznie
wieksza od stalej czasowej czlonu pierwszego rzedu — mozna wiec przyjac,
ze to drugi z wyrdznionych cztonéw decyduje o wtasciwosciach rozwazanego
uktadu dynamicznego. Uproszczenie transmitancji (3.14) tego uktadu do
odpowiedniej transmitancji nizszego rzedu wydaje sie zatem dopuszczalne.
Niech operatorowa transmitancja
kw? k 1

:w%—|—2Cwns+52 14 2C7Ts + 7252’ T:wn

Gr(s)

okredla zredukowany model (por. (3.3) oraz (3.7)). Zaktadajac rownoscé
statycznych wzmocnienn pierwotnego modelu oraz modeli zredukowanych,
otrzymujemy k = G(s)|,_, = 0.8.

a) Z wymagania gloszacego, ze przeregulowanie odpowiedzi skokowej uktadu
opisanego zredukowanym modelem ma sie rownac¢ kg, = 10.6%, wynika,
ze ¢ = 0.581. Takiej wartosci wspotczynnika ttumienia odpowiadaja
nastepujace wskazniki charakteryzujace uktad modelowany transmi-
tancja Gp(s): T = 3.8617, Tyaq, = 5.9057, T, = 1.80957, M, = 1.057,
w, = 0.569/7 oraz wsqp = 1.173/7. Zadajac dopasowania wartosci
wskaznikow k oraz Tyoy, uzyskuje sie 7 = 3.267/1.905s = 0.5533s,
czemu odpowiada pierwszy zredukowany model

B 2.6134
©3.2668 + 2.1013s + s2°

Gra(s)

Model ten opisany jest wskaznikami: T, = 2.136s, T, = 1.001s, M, =
1.057, w, = 1.029rad - s~! oraz wsgp = 2.12rad - s~ 1.



3.3. UKEADY WYZSZYCH RZEDOW 85

b) Drugiemu zredukowanemu modelowi, dopasowujacemu wartosci wskazni-
kow k oraz T}, przyporzadkowa¢ mozna parametr 7 = 2.328/3.861s =
0.6029s. Model ten ma zatem postac

2.2007

Gro(8) = 5 as08 1 1.92825 1 o2

opisana wskaznikami: Ty, = 3.565s, T, = 1.091s, M, = 1.057, w, =
0.946 rad-s~! oraz wyqp = 1.944rad-s~!. Zauwazmy, ze wspolczynniki
mianownikowych wielomianéw obu wyznaczonych uproszczonych mo-
deli znacznie réznia sie od odpowiednich wspétczynnikéw czynnikowego
wielomianu drugiego stopnia, wystepujacego w mianowniku transmi-
tancji G(s) modelu wysokiego rzedu.

¢) Model zredukowany, zachowujacy pare dominujacych zespolonych biegu-
néw modelu pierwotnego G(s), ma posta¢ dang wzorem

3.2

G =—.
re(s) 4+ 25+ 52

Dynamiczne wtasnosci tego modelu opisuja wskazniki: ko, = 16.3%,
T, =1.811s, T, = 0.819s, T4 = 4.04s, M, = 1.155, w, = 1.413rad -

s~! oraz wsqg = 2.54rad - s7L.

Skokowe odpowiedzi h(t) zilustrowane na rys. 3.28 uzupelniaja powyzsza
analize rozwazanych modeli zredukowanych.

h(t)

t[s]
0 1 2 3 4 5

Rys. 3.28. Poréwnanie skokowych odpowiedzi zredukowanych modeli
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Przyktad 3.3.2 Amplitudowa charakterystyka Bodego transmitancji pew-
nego minimalnofazowego ukladu dynamicznego dana jest na rys. 3.29. Na-
lezy wyznaczy¢ operatorowa transmitancje tego uktadu.

IG(jw)|[dB]

80

o [rad- s'1]
1 02

100

Rys. 3.29. Amplitudowa charakterystyka Bodego ukladu dynamicznego

Rozwigzanie Poréwnujac przedstawiong charakterystyke amplitudo-
wa z charakterystyka typowego cztonu drugiego rzedu (zob. dodatek 2),
stwierdzamy, ze w sktad rozwazanego uktadu wchodzi czton o pulsacji w, =
0.2rad -s~! i wspotezynniku thumienia ¢ ~ 0.1. Uwzgledniajac istnienie pul-
sacji zalamania w punkcie w &~ 0.05rad - s~ ! oraz nachylenie —40dB/dek w
obszarze dolnych pulsacji, analizowanej charakterystyce amplitudowej przy-
porzadkowaé mozna nastepujaca widmowa transmitancje:

k(1+j5%)

G(jw) = .
T G (142.01G8) + Gi))

Poniewaz |G(j0.01)|qgg = 80dB, przeto przyjmujemy, ze k = 1. Identy-
fikowana transmitancja operatorowa ma zatem postac

1+ 20s
s2(1+ s+ 25s2)

G(s) =

Przyklad 3.3.3 Na rys. 3.30 pokazano strukturalny schemat typowego
uktadu zamknietego, w ktérym obiekt o operatorowej transmitancji

6
(1+4s)(1+s)(1+0.125s)

jest sterowany za pomoca regulatora o transmitancji Ge(s).

Gp(s) =

(3.15)
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r(t) u(t) c(t)

—?—» Gq(s) » Gp(s)

Rys. 3.30. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Wykorzystujac uproszczona metode nastawienia regulatoréw z rodziny
PID, polegajaca na takim doborze zer transmitancji regulatora, aby w bezpo-
éredni sposéb kompensowa¢ wplyw biegunéw transmitancji obiektu, nalezy
okredli¢ wartosci nastaw regulatoréw PI oraz PID, zapewniajace ukladowi
regulacji wskaznik oscylacyjnosci M, = 1.3. Nalezy ponadto oszacowaé prze-
regulowanie s, czas maksimum 7T}, oraz czas ustalania 759, odpowiedzi skoko-
wej, a takze rezonansowa pulsacje w; i pasmo przenoszenia wsqp tego uktadu.

Rozwigzanie Zaktada sie, ze operatorowa transmitancje

O(s) _ Cels)Go(s)
R(s) ~ 14 Ge(5)Gyls)

Gre(s) =

toru $ledzenia wielkosci zadajacej r(t) w rozwazanym zamknietym uktadzie
regulacji przyblizy¢ mozna za pomoca odpowiedniej wzorcowej transmitancji
G (s) o postaci standardowej transmitancji drugiego rzedu (3.3) o parame-
trach wyznaczonych zadanym potozeniem pary dominujacych biegunéw ze-
spolonych. Rozwazmy zatem sytuacje, w ktorej jako model regulowanego
obiektu przyjmujemy szeregowe potaczenie n czlondéw dynamicznych pier-
wszego rzedu

ko
[Ij=1 (1 +Tjs)

za$ transmitancje regulatoréw PI oraz PID posiadaja nastepujace ideali-

Go(s) = (3.16)

zowane formy, odpowiednio:

Gpr(s) = ke <1 + 7;) (3.17)

Goin(s) = ke (1 + 1) (1+ Tys). (3.18)
Tis
Aby transmitancje G,.(s) zamknietego uktadu regulacji mozna bylto przy-
blizy¢ przyjeta wzorcowa transmitancjy G, (s), niezbedna jest stosowna re-
dukcja rzedu modelu obiektu (3.16). W przypadku regulatora PI, przy n > 2,
model zredukowny ma posta¢ transmitancji drugiego rzedu
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~ k
Gp(8> - (1 + Tls)é)l + TES)7 TE - ZT] (319)

gdzie przez 17 oznaczono najwieksza (dominujaca) staly czasows obiektu
(3.16). W przypadku regulatora PID, przy n > 3, poszukuje sie zredukowa-
nego modelu trzeciego rzedu

- ko ”

) = T e+ B + Tos)) =7 ;TJ (3:20)
gdzie T1 oraz T oznaczaja dwie najwieksze (dominujace) stale czasowe regu-
lowanego obiektu (3.16). W obu rozwazanych przypadkach w transmitancji
zredukowanego modelu tego obiektu wyréznia sie zatem dominujace stale
czasowe (17 lub Ty i Tb) oraz pewng zastepcza stala czasowa Ty. Prosta
regula kompensacyjnego nastawiania regulatoréw z rodziny PID wymaga,
aby byly spelnione odpowiednie réwnodci:

PI Ti:Tl
PID : Ti:Th Td:TQ.

Wzmocnienie k. danego regulatora dobiera sie w ten sposéb, aby za-
spokoi¢ dodatkowe wymagania naktadane na uktad regulacji (w rozwazanym
przypadku zada sie, aby wskaznik oscylacyjnosci M, uktadu zamknietego
przyjmowal okreslona wartos¢, por. wzor (3.9)).

Interesujacy nas model zamknietego uktadu regulacji, okreslony na pod-
stawie uproszczonej transmitancji obiektu Gp(s) oraz transmitancji Gc(s)
zastosowanego regulatora (3.17) lub (3.18), przyjmuje zatem postaé

Grel(s) = Ge(5)Gp(s) B kok.
14 Gu(s)Gp(s)  koke+Tis + T1Txs?

Poréwnujac transmitancje G, (s) oraz Gre(s), uzyskuje sie formuly:

Ty

T = QCTZ oraz kc = m

Ze wzoru (3.9) wynika, ze ¢ = 0.42487. Nastawiajac regulator PI, przyj-
muje si¢ nastepujace parametry zredukowanego modelu (3.19): 77 = 4s,
Ty, = 1.125s oraz kg = 6. W przypadku regulatora PID zredukowany model
(3.20) jest zgodny z pierwotnym modelem (3.15) regulowanego obiektu: 77 =
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4s, Th = 1s, Ty, = 0.125s oraz kg = 6. Powyzsze ustalenia prowadza do
nastepujacych nastaw regulatorow (3.17)i (3.18) oraz odpowiadajacych im
oszacowan wskaznikow jakosci regulacji:

— regulator PI : k. = 0.8207, T; = 4s, 7 = 0.95596s, kg, = 22.89%, T}, =
3.318s, Ty, < Tisy, = 6.964s, w, = 0.836rad - s~! oraz wsqp =
1.413rad -s™1;

— regulator PID : k. = 7.3863, T; = 4s, Ty = 1s, 7 = 0.1062s, Ky =
22.89%, T, = 0.369s, Tys0, < Taso, = 0.7745, w, = 7.525rad - s~! oraz
wsqp = 12.719rad - s~ 1.

Wskazniki jakosci charakteryzujace ’'rzeczywisty’ uklad regulacji — to
znaczy uktad ztozony z obiektu o transmitancji wysokiego rzedu (3.15) oraz
zaprojektowanego regulatora — dane sa ponizej (dotycza one tylko ukladu
z regulatorem PI; w przypadku uktadu, w ktérym stosuje sie¢ regulator
PID, odpowiednie oszacowania nalezy uzupetié¢ jedynie ’doktadng’ wartos-
cig czasu ustalania T s = 0.7718): ko, = 27.4%, T, = 3.228, Ty50, = 7.18s,
M, = 1417, w, = 0.927rad - s~ oraz wsqp = 1.52rad - s~'. Poréwnanie
wartodci wskaznikéw jakodci regulacji uzyskanych na drodze symulacji ze
stosownymi wartoéciami wynikajacymi z zalozen projektowych, prowadzi do
wniosku, ze w badanym uktadzie zastosowano regulator P/ o zbyt duzej
wartosci wzmocnienia k.. Nastawe te wyznaczono bowiem na podstawie zre-
dukowanego modelu (3.19) regulowanego obiektu, podczas gdy 'rzeczywisty’
obiekt (3.15) wprowadza do fazowej charakterystyki transmitancji uktadu
otwartego silniejsze ujemne przesuniecie fazy. Destabilizujacy wplyw owej
niepewnoéci modelowania mozna do pewnego stopnia skompensowac poprzez
odpowiednie zmniejszenie wartosci wzmocnienia k. regulatora, postepujac
zgodnie z nastepujacymi prostymi regutami:

k. =k, (1—’€f’_€> (3.21)

K

Iub

M, — M,
K=k (1-—"—2T" 3.22
= ke (1= 2 (3:22)

gdzie przez k.. oznaczono skorygowana warto$¢ wzmocnienia regulatora Pl
lub PID,  oraz M, dotycza zaktadanych (nominalnych), zas x oraz M, — fak-
tycznie uzyskanych wartosci przeregulowania oraz wskaznika oscylacyjnosci.
Nalezy jednak pamietaé, ze obnizenie wartodci wzmocnienia k. regulatora z
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reguly prowadzi do zmniejszenia szybkoéci regulacji. Rozwazmy zatem wtas-
nodci uktadu ze regulatoriem PI o odpowiednio obnizonej wartosci wzmoc-
nienia k.. Ze wzorow (3.21) oraz (3.22) wynika, ze nastawe te nalezaloby
zmniejszy¢ odpowiednio o okoto 20% lub 10%. Przyjmijmy zatem, ze sko-
rygowana wartos¢ k. wzmocnienia regulatora PI réwna sie k. = 0.85k. =
0.6976. Tak zmodyfikowany uktad regulacji charakteryzuje sie wskaznikami:
Kk = 22.96%, T, = 3.54s, T,50, = 7.33s, M, = 1.30, w, = 0.815rad - s~*
oraz wsqp = 1.365rad - s~'. Na rys. 3.31 pokazano skokowe odpowiedzi

rozwazanych uktadow regulacji.

c(t) -

-——— Pl

—— PI zkorektg wzmocnienia
t[s]
0
0 4 8 12

Rys. 3.31. Skokowe odpowiedzi ukladéw regulacji

Opisana metoda nastawiania regulatoréow stuzy zapewnieniu transmi-
tancji Gr.(s) projektowanego ukladu pozadanej — i do pewnego stopnia
typowej — postaci, opisanej przyjeta standardowa transmitancjg wzorcowa
Guw(s). Uzyskane w ten sposob uktady zamkniete, dla roznych modeli G,(s)
obiektéw podlegajacych regulacji, moga charakteryzowaé sie podobnymi ce-
chami w zakresie §ledzenia wielkosci zadajacej r(t). Analizujac transmitancje
Gru(s) = U(s)/R(s) (por. rys. 3.30), latwo stwierdzi¢, ze whasciwosci toru
ksztaltowania wielkosci sterujacej u(t) w rozwazanych uktadach regulacji w
istotny sposéb zaleza od modelu obiektu. Zachodzi bowiem

o Ge(s)
14 Ge(s)Gp(s)

co w naszym przypadku daje G (s) = Gy(s)/Gp(s). Jak widzimy, trudno
tu zatem mowic¢ o jakimg standardowym (niezaleznym od modelu obiektu)
przebiegu sygnatu sterujacego. Zachecamy Czytelnika do zbadania postaci
sygnatu sterujacego wystepujacego w wyzej zaprojektowanym uktadzie re-
gulacji, a takze do samodzielnego sformutowania odpowiednich wnioskéw na
podstawie innych przypadkow uktadéw omawianych w niniejszym skrypcie.

Gru(s)
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Przyklad 3.3.4 Dany jest uproszczony model drugiego rzedu pewnego
obiektu podlegajacego regulacji

- kp
Gpls) = 1+ Ts)(1+ Tws)’

gdzie k, oznacza statyczne wzmocnienie, T jest dominujaca stata czasowa,
za$ Ty, oznacza zastepcza stala czasowa, opisujaca wpltyw wszystkich 'matych’
(trudnych do indywidualnej identyfikacji) statych czasowych tego obiektu. W
uktadzie regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym zaktada
sie zastosowanie regulatora PI o operatorowej transmitancji

T >Ts (3.23)

ke

Ge(s) = k. + Ts

Przyjmuje sie ponadto, ze staty catkowania T; regulatora Pl wyznacza
sie zgodnie 7 regulty kompensacji: T; = T'. Analizujac transmitancje éo(s) =
Gc(s)é'p(s) otwartego uktadu regulacji, obserwuje sie tu upraszczanie bieguna
odpowiadajacego dominujacej stalej czasowej 1" obiektu oraz zera wprowa-
dzanego do transmitancji éo(s) przez regulator.

Wyznacz zaleznodci, wiazace wzmocnienie k. regulatora Pl ze wskazni-
kami odpowiedzi skokowej zamknietego uktadu regulacji (przeregulowaniem
K, czasem maksimum 7T, i czasem ustalania Tsa) oraz wskaznikami am-
plitudowej charakterystyki transmitancji tego ukladu (wskaznikiem oscy-
lacyjnosci M., pulsacja rezonansows w, oraz pasmem przenoszenia wsqp).
Przyjmujac obiekt o transmitancji

8
(1 + 25)(1 + 0.045)(1 + 0.008s)

oblicz nastawy regulatora PI, zapewniajace odpowiedzi skokowej zamknie-
tego uktadu regulacji przeregulowanie kg, = 15%. Oszacuj czas maksimum
T, oraz czas ustalania Ty, tej odpowiedzi, a takze wskaznik oscylacyjnosci
M, rezonansows pulsacje w, oraz pasmo przenoszenia wsqp tak otrzymanego
uktadu regulacji. Uzyskane oszacowania poréwnaj z wartosciami wyznaczo-
nymi na drodze komputerowej symulacji uktadu regulacji, w ktérym wyste-
puje 'rzeczywisty’ obiekt o transmitancji wysokiego rzedu (3.24).

Gp(s) = (3.24)

Rozwigzanie Operatorowa transmitancja Go(s), bedaca uproszczonym
modelem rozwazanego otwartego uktadu regulacji, dana jest wzorem
~ kc(1 4+ T;s) k,

Go(s) = Ge(s)Gp(s) = Tis (A +Ts)(1+Tss)
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Zgodnie z przyjeta regula nastawiania regulatora PI, transmitancja ta przyj-
muje postac

. kek,
Gols) = Ts(1+ Tys)

Uproszczona transmitancja uktadu zamknietego przedstawia sie zatem jako

Gs) = GON(S) _ kek,
14+ Go(s)  kekp+Ts+TTxs?

Transmitancji tej nada¢ mozna standardowa forme (3.3), w ktorej

¢ 1 Ty,
= raz T = ——
N oraz T =
gdzie
kok, T,
) = ———.
! T

Opierajac sie na informacjach podanych w dodatku 2, tatwo wyprowadza-
my odpowiednie wzory, wiazace wymienione wskazniki jakosci regulacji (k,
Tw, Tsn, M, w, oraz wsgp) z wartoscia wzmocnienia k. stosowanego regu-
latora PI Zadajac, aby 0 < ¢ < 1, otrzymujemy ograniczenie na minimalna
warto$¢ tego wzmocnienia

ke > !
T Ak TS
Poszukiwane wzory przyjmuja postaé:
K=e "2 T, =2rasTs (3.25)
_ 2/«
Ton < Tin = 2T% In <1> (3.26)
A o
M, =20100, w, = Vs (3.27)
Iy,
\/ag + Vai +af
W3dB = 7 (3.28)
by
gdzie
1 1
g = ————— oraz a3 =aj — —.

\/40[1 -1 2
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Wzor (3.27) pozostaje stuszny pod warunkiem, ze obowiazuje nieréwnosé
¢ < 1/V2 (por. dodatek D.2.2). Wynika stad, ze omawiany wzoér mozna
stosowadé tylko w przypadku, gdy spelnione jest dodatkowe (silniejsze) ogra-
niczenie na warto$¢ wzmocnienia regulatora

T
2k, T5,

ke >

Ze wzoru (3.25) wynika, ze dla zadanej wartosci przeregulowania £ wzmoc-
nienie k. regulatora PI wyznacza sie jako

_ T(x?+ In? k)
ke, Tsn? K
Przejdzmy do rozwigzania postawionego zadania nastawienia regulatora
PI dla obiektu o transmitancji (3.24). Transmitancje te, bedacg szeregowym
potaczeniem trzech cztonéw inercyjnych, przyblizamy nastepujacym mode-
lem o zredukowanym rzedzie (co jest zgodne z wymaganiem sformutowanym
we wzorze (3.23)):

- 8
Gr(3) = A 25)(1 7 0.0483)

Model ten uzyskano, zastepujac 'mate’ state czasowe obiektu (odpowiednio:
0.04s oraz 0.008s) wypadkowa stala czasowa Ty, = 0.048s.

Poszukiwane nastawy regulatora PI przyjmuja wartosci: k. = 4.8727
oraz T; = 2s. Wzory (3.25)-(3.28) pozwalaja na oszacowanie wskaznikow
rozwazanego uktadu sterowania: Ty = 0.182s, Tyoo, = 0.390s, M, = 151
oraz wsgp = 25.24rad - s7!. Nizej podajemy takze wartosci wskaznikow
opisujacych ‘rzeczywisty’ uktad regulacji — to znaczy uktad, w ktorym za-
projektowany regulator PI zastosowano do sterowania obiektem o transmi-
tancji wysokiego rzedu (3.24): kg = 18.26, T, = 0.173s, Ty99, = 0.389s,
M, =1.191, w, = 15.96rad - s~! oraz wyqp = 27.9rad - s~!. Poréwnanie od-
powiedzi skokowych uktadu wzorcowego drugiego rzedu oraz 'rzeczywistego’
uktadu regulacji trzeciego rzedu umozliwiaja wykresy dane na rys. 3.32.

Skomentujmy uzyskane wyniki.

a) W przedstawionej metodzie nastawiania regulatora PI zaktada sie, ze dy-
namiczne wilasnosci zamknietego uktadu regulacji sg zdeterminowane
potozeniem pary dominujacych sprzezonych zespolonych (0 < ¢ < 1)
biegunéw operatorowej transmitancji tego uktadu.
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y uktad rzeczywisty
J ——— wzorcowy model drugiego rzedu

/

t [s]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0

Rys. 3.32. Odpowiedzi skokowe ukltadow regulacji

b) Efektywne zastosowanie metody kompensacyjnego nastawiania regula-
tora Pl ograniczone jest w zasadzie do wieloinercyjnych obiektoéw dy-
namicznych, zas jej dokladnos$é uzalezniona jest miedzy innymi od
jakosci aproksymacji operatorowej transmitancji sterowanego obiektu
przez odpowiedni zredukowany model drugiego rzedu (3.23).

¢) Opisane postepowanie moze znalez¢ zastosowanie takze w przypadku syn-
tezy uktadéw sterowania wieloinercyjnymi obiektami za pomocy regu-
latoréow PID.

Przyklad 3.3.5 Rozwazmy model dynamicznego obiektu w postaci ilo-
czynu operatorowych transmitancji cztonu inercyjnego oraz idealnego cztonu
opdzniajacego

e—TOS

Gls) = 14+Ts

Zaktadajac, ze znana jest amplitudowa oraz fazowa charakterystyka wid-
mowa transmitancji G(s), podaj przyktadowa — i mozliwie prosta — procedure
identyfikacji parametréw T oraz Ty rozwazanego modelu.

Rozwiazanie Przyktadowe rozwiazanie zadania parametrycznej iden-
tyfikacji modelu G(s) opiera sie na wyznaczeniu pasma przenoszenia badane-
go obiektu. Rozwazajac amplitudowa charakterystyke odpowiadajacg trans-
mitancji G(s), tatwo dochodzimy do wniosku, ze staly czasowa T mozna
wyznaczyC ze wzoru
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Odpowiednia charakterystyka fazowa ma postaé
arg G(jw) = —arctan(wT) — wTp.

Zachodzi zatem arg G(jwsgp) = —arctan 1 —Ty/T = —7/4—Ty/T. Wartosé
opdznienia Ty obliczamy przeto w sposéb nastepujacy:

Ty =-T (arg G(jwsas) + %) )

Zadanie 3.3.1 Dany jest obiekt regulacji o transmitancji

12
(1+6s)(1 + 25)(1 + 0.1s)(1 + 0.012s)"

Gp(s) =

Stosujac kompensacyjna regule nastawiania regulatora PID o transmi-
tancji danej wzorem (3.18), nalezy wyznaczy¢ takie wartosci jego nastaw ke,
T; oraz Ty, ktore zapewnia ukladowi zamknietemu z jednostkowym ujem-
nym sprzezeniem zwrotnym odpowiedZ skokowa o przeregulowaniu kg =~
20%. Ponadto nalezy oszacowaé czas ustalania Tyou, tej odpowiedzi, a takze
wskaznik oscylacyjnosci M, oraz rezonansows pulsacje w, transmitancji ukta-
du zamknietego. Oszacowania te nalezy pordéwnaé z wynikami uzyskanymi
na drodze symulacji komputerowe;j.

Wskazowka: jako uproszczony model sterowanego obiektu przyjmuje sie
transmitancje trzeciego rzedu

. 12
Cols) = A3 6s) (1 + 25)(1 + 0.1125)°

Odpowiedz Nastawy regulatora PID wynosza: k. = 5.3686, T; =
6s oraz T; = 2s. Prowadzi to do nastepujacych oszacowarn wskaZnikéw
jakosci regulacji: ko = 20%, T, = 0.361s, Tso, = 0.850s, Tyo0, = 0.902,
M, = 1.232, w, = 7.484rad - s~!. Wskazniki uzyskane na drodze symulacji
komputerowej majg wartosé: kg = 23.39%, T, = 0.348s, T4y, = 0.829s,
M, = 1.31 oraz w, = 8.26rad-s~!. Na rys. 3.33 pokazano przebieg odpowie-
dzi skokowej zaprojektowanego uktadu oraz przebieg zwigzany ze stosowna
wzorcowd transmitncja drugiego rzedu.
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c(t)

uktad rzeczywisty
——— wzorcowy model drugiego rzedu

t [s]
0 0.4 0.8 1.2

0

Rys. 3.33. Por6éwnanie odpowiedzi skokowych

Zadanie 3.3.2 Dany jest obiekt opisany transmitancja

18

Gp(s) = (1+5s)(1+ 1.55)(1 + 0.08s)(1 + 0.03s)"

Postugujac sie kompensacyjna regute nastawiania regulatora PI o trans-
mitancji (3.17), wyznacz wartosci nastaw k. oraz T; tego regulatora, dla
ktorych uktad regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym
charakteryzuje sie wskaznikiem oscylacyjnosci M, ~ 1.5. Nastepnie oszacuj
przeregulowanie ko, czas maksimum 7}, oraz czas ustalania o9 odpowiedzi
skokowej, a takze rezonansowsa pulsacje w, tak uzyskanego uktadu. Wyniki
oszacowan poréwnaj z wynikami komputerowej symulacji (dokonaj ewentu-
alnej korekty wzmocnienia regulatora).

Wskazowka: przyjmij odpowiedni uproszczony model dynamiki sterowa-
nego obiektu.

OdpowiedZz Nastawy regulatora PI wynosza: k. = 0.3388 oraz T; =
5s. Oszacowania wskaznikow jakosci regulacji przyjmuja postaé: kg =
30.12%, T, = 3.864s, Ty = 12.54s, Ty = 12.81s, M, = 1.5 oraz
wy = 0.751rad - s~ 1.

W wyniku komputerowej symulacji rozwazanego uktadu wyznaczono:
Ky, = 34.60%, T,, = 3.80s, T4y, = 12.55s, M, = 1.65 oraz w, = 0.799rad -
s~1 (por. tez rys. 3.34).

7 analizy powyzszych wynikéw mozna wnosi¢, ze w uktadzie zastosowano
regulator PI o nieco zawyzonej wartosci wzmocnienia k.. Wniosek ten
wynika miedzy innymi z faktu, ze rzeczywiste przeregulowanie Ko, a takze
rzeczywisty wskaznik oscylacyjnosci M,., przekraczaja wartosci odpowiednich
oszacowar. Dokonujac korekty wzmocnienia regulatora, przy k. = 0.9k, =
0.3049, uzyskano uktad regulacji o nastepujacych wskaznikach: ko = 31.8%),
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T, = 4.03s, Ty, = 13.07s, M, = 1.55 oraz w, = 0.747rad - s~'. Na rys.
3.34 przedstawiono przebiegi odpowiedzi skokowych obu rozwazanych ukta-
doéw regulacji oraz — dla poréwnania — uktadu wzorcowego modelowanego
transmitancja drugiego rzedu.

Pl
| ——— Pl zkorekta wzmocnienia

,,,,,, uktad wzorcowy

t [s]
0 5 10 15 20

Rys. 3.34. Odpowiedzi skokowe uktadow regulacji

Zadanie 3.3.3 Rysunek 3.35 przedstawia asymptotyczna logarytmiczna
charakterystyke modutu pewnego ukltadu dynamicznego. Wyznacz na tej
podstawie operatorowsa transmitancje tego uktadu, zaktadajac jego minimal-
nofazowosc.

A
|G (jo)|[dB]

-20dB/dek
eI +20dB/dek

-40dB/dek

OdB/dek

T T T L
@ 0, 0, Of \

Rys. 3.35. Asymptotyczna charakterystyka amplitudowa

Rozwigzanie Uktad opisany jest transmitancja

wc<1+§1) (1+§2)

3
5(1-1—“%)

G(s) =
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Zadanie 3.3.4 Operatorowa transmitancja nieminimalnofazowego cztonu
dynamicznego dana jest wzorem

Wiadomo, 7e dla pulsacji w = 2.5rad - s~} zachodzi: |G(jw)| = 0.5 oraz
arg G(jw) = —wrad. Wyznacz parametry T oraz Tp tej transmitancji.

Rozwigzanie 7T = 0.693s oraz Ty = 0.838s.

Zadanie 3.3.5 Okredl operatorows transmitancje G(s) uktadu, ktorego
charakterystyki Bodego — wyznaczone eksperymantalnie — przedstawiaja sie
jak na rys. 3.36a,b.

a) b)
50 0°
argG(jo)
|G(jo)]|[dB]
0 o
-200
50
-400°
o [rad-s7] o[rad-s™
-100 3 g 5 )
102 10! 1o 10" 102 10° 10 10 10" 10

Rys. 3.36. Charakterystyki Bodego uktadu dynamicznego

Rozwiazanie Rozwigzanie ma posta¢ G(s) = Go(s) - e71% gdzie

B 40(1 + s)
Gols) = 5(0.2 + 8)(64 + 25 + s2)°

Istnienie czlonu opé6zniajacego oraz jego parametr daja sie ustali¢ poprzez
poréwnanie fazowej charakterystyki transmitancji bez opo6znienia Gy(s) z
charakterystyka otrzymana eksperymentalnie.
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Zadanie 3.3.6 Odpowiedz skokowa oraz charakterystyke amplitudowa pew-
nego obiektu dynamicznego o operatorowej transmitancji
1

Gp(s) = (14 0.25)(1 + 0.65)(1 + 1.4s + 4s2)

opisuja wskazniki: przeregulowanie kg = 29.26%, czas maksimum 7T, =
7.58s, czasy ustalania Ty = 22.69s i Ty = 16.52s, wskaznik oscyla-
cyjnosci M, = 1.47, rezonansowa pulsacja w, = 0.428rad - s~ oraz pasmo
przenoszenia wsqp = 0.684rad - s~!. Wyznacz nastepujace zredukowane mo-
dele drugiego rzedu tego obiektu:

a) model dopasowujacy wartosci wskaznikow M, oraz wy,
b) model dopasowujacy wartosci wskaznikow M, oraz wsqs,

¢) model zachowujacy par¢ dominujacych biegunoéw transmitancji Gp(s).

Zaktada sie przy tym, ze wszystkie uproszczone modele posiadaja sta-
tyczne wzmocnienie réwne odpowiedniemu wzmocnieniu modelu pierwot-
nego Gp(s).

Odpowiedz

a) Dane dotyczace zredukowanego modelu dopasowujacego wskazniki M,
oraz wy:

1
14 1.4612s + 4.0033s2

ko, = 29.17%, T\, = 6.75s, Tyoy, = 21.63s, Tss, = 15.655, M, = 1.47,
w, = 0.428rad - 71, w3gp = 0.702rad - s~ 1.

Gra(s)

b) Dane dotyczace zredukowanego modelu dopasowujacego wskazniki M,

oraz W3dp-
1

G p—

w8) = T3 71095 + 10131552

Koy, = 29.17%, T\, = 6.93s, T,oy, = 22.195s, Tss, = 16.065s, M, = 1.47,
w, =0.417rad - 871, w3gp = 0.684rad - s~1.

¢) Dane dotyczace modelu zachowujacego dominujace bieguny transmitancji
Gp(s):

B 1

1+ 1.4s + 4s2

Ky, = 30.92%, T, = 6.69s, Tyy, = 21.96s, Ty, = 15.76s, M, = 1.52,

w, = 0.434rad - 571, w3gg = 0.709rad - s~ 1.

Gre(S)
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Poréwnanie odpowiedzi skokowej rozwazanego obiektu oraz odpowiedzi
skokowych wszystkich badanych uproszczonych modeli tego obiektu przed-
stawiono na rys. 3.37.

Rys. 3.37. Poréwnanie odpowiedzi skokowych obiektu i jego uproszczonych modeli

Zadanie 3.3.7 Czlon opézniajacy G(s) = e 10% przyblizamy czlonem
przesuwnika fazowego

1 - Tog
G,(s) = 2"
a() 1—1—%5

Wyznacz btad takiego przyblizenia, rozwazajac charakterystyke ampli-
tudowa oraz fazowsa transmitancji réznicowej G(s) — G4(s). Dla jakich pul-
sacji btad aproksymacji charakterystyki fazowej cztonu opédzniajacego nie
przekracza —m /47

Odpowiedz Btlad aproksymacji charakterystyki amplitudowej cztonu
opdzniajacego przez rozwazany czton wymierny pierwszego rzedu ma wartosé
zero, za$ btad aproksymacji charakterystyki fazowej cztonu opézniajacego
nie jest ograniczony. Zakladane gérne ograniczenie bledu przyblizenia fazy
osiaga sie dla w < 2.6247/Tj.



Rozdzial 4

Badanie stabilnos$ci liniowych
uktadédw sterowania. Ocena
ustalonych uchybéw. Odporna
stabilnosé.

Niniejszy rozdzial dotyczy trzech waznych zagadnien zwiazanych z analiza
oraz synteza ukladow automatycznego sterowania (regulacji). W pierwszej
kolejnosci zajmujemy sie badaniem stabilnosci w sensie BIBO (Bounded In-
put Bounded Output) liniowych uktadéw dynamicznych opisanych opera-
torowymi transmitancjami, w tym ukltadéw sterowania z ujemnym sprze-
zeniem zwrotnym. Rozwazamy zastosowanie algebraicznych oraz czestotli-
wosciowych kryteriéw rozstrzygania o takiej stabilnogci. Nastepnie przecho-
dzimy do oceny ustalonych uchybdéw sterowania. W tym celu wykorzystu-
jemy uchybowe transmitancje danego uktadu, a takze analizujemy wtasnodci
takich transmitancji. Definiujac typ astatyzmu badanego uktadu sterowa-
nia, formutujemy stosowne wnioski o postaci ustalonych uchybow dla ty-
powych wielomianowych sygnatéw pobudzajacych. Wreszcie, w rozdziale
tym zamieszczamy wstepne uwagi o sterowaniu odpornym w warunkach
niepewnoéci nominalnego modelu sterowanego obiektu.

Niech R'Hso oznacza przestrzenn wymiernych z rzeczywistymi wspotczyn-
nikami funkcji zmiennej zespolonej s, analityczneych i ograniczonych w pra-
wej otwartej polptaszczyznie. Norme w przestrzeni R'Hoo definiuje sie jako

|Glloe = sup [G(s)| = sup |G(jw)]-
Re(s)>0 weR

101
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Funkcja G(s) € RHs musi by¢ zatem funkcja whasciwg i nie moze posiadac
biegunéw w prawej domknietej péiptaszczyZnie zmiennej zespolonej s. Za-
chodzi ponadto RHe C RLxo, gdzie RLs to przestrzen wymiernych funkeji
o rzeczywistych wspotczynnikach i ograniczonych na osi urojonej jR. Sym-
bole Lo, oraz Heo odnosza sie do odpowiednich szerszych klas funkeji, dla
ktorych nie obowiazuje zalozenie o wymiernej postaci ich elementéw.

4.1 Algebraiczne i czestotliwosciowe metody bada-
nia stabilnosci

Przyktad 4.1.1 Na podstawie kryterium Routha-Hurwitza, okreél liczbe
pierwiastkéw nastepujacego réwnania

W (s) = 48 + 28s — 565 — 35s° + 7s* + 7s° + s =0 (4.1)

lezacych w prawej poétplaszczyznie plaszczyzny zespolonej.

Rozwiagzanie Tablica Routha, odpowiadajaca (4.1), ma postac

58 1 7 —56 48

s° -35 28

st 12 —60 48

§3 148 -0 —120—0 (4.2)
s2 | =30 48

sl | —43.2 0

O 48.

W tablicy tej pojawia sie wiersz zlozony tylko z zerowych elementéw
(wiersz ten odpowiada nieparzystej trzeciej potedze zmiennej zespolonej s).
W takim przypadku zerowy wiersz tablicy zastapi¢ nalezy wierszem utworzo-
nym ze wspotczynnikow zrézniczkowanego pomocniczego wielomianu P(s),
ktory tworzy sie na podstawie wiersza bezposrednio poprzedzajacego roz-
wazany zerowy wiersz. Zgodnie z kryterium Routha-Hurwitza, pomocniczy
wielomian ma posta¢ P(s) = 48 — 60s? + 12s*, a zatem elementy wiersza
zastepujacego zerowy wiersz tablicy (4.2) oblicza sie w nastepujacy sposob:
dP(s)/ds = —120s + 48s3. Po dokonaniu odpowiedniej zamiany, wypel-
nianie tablicy Routha jest kontynuowane. Analiza liczby zmian znaku ele-
mentow pierwszej kolumny tej tablicy wskazuje, iz rownanie (4.1) ma dwa
pierwiastki lezace w prawej pétplaszczyznie plaszczyzny zespolonej. Pomoc-
niczy wielomian P(s), wykorzystywany przy opisanej rekonstrukcji elemen-
tow zerowego wiersza tablicy Routha, jest zawsze wielomianem, w ktérym
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zespolona zmienna s wystepuje tylko w parzystych potegach. Oznacza to,
ze pierwiastki tego pomocniczego wielomianu, bedace takze pierwiastkami
'pierwotnego’ wielomianu W (s), rozmieszczone sg na plaszczyznie zespolonej
symetrycznie wzgledem osi urojonej. Pierwiastki takie moga zatem wystepo-
waé w parach (pierwiastki rzeczywiste lub urojone), badz tez w kwartetach
(dwie pary pierwiastkow sprzezonych zespolonych o niezerowych czesciach
rzeczywistych).

Przyklad 4.1.2 Charakterystyczny wielomian pewnego uktadu dynamicz-
nego dany jest wzorem

W(s) =24 5s + 95% 4+ 105> 4 351 + 35°.

Stosujac kryterium Routha-Hurwitza, zbadaj liczbe pierwiastkéw tego
wielomianu, lezacych w prawej poélplaszczyZnie zmiennej zespolonej s.

Rozwigzanie Tablica Routha przedstawia sie tu nastepujaco:

—_

3 0 5
3 2
1
N

N W ©

(4.3)

e—0

O = N W s O
(ORI

VY VARV VRV )

2.

W tablicy tej wystapit niezerowy wiersz (odpowiadajacy drugiej potedze
zespolonej zmiennej s) o zerowym pierwszym elemencie. W takim przy-
padku element 6w zastapi¢ nalezy 'mata’ dodatnia liczba € i kontynuowadé
obliczenia w celu okreslenia wartosci dalszych elementéw tablicy (niektore z
tych elementow beda teraz funkcjami parametru €). Z liczby zmian znaku
elementéw pierwszej kolumny tak uzyskanej tablicy Routha wynika, ile pier-
wiastkow rownania W(s) = 0 lezy w prawej polplaszczyznie plaszczyzny
zespolonej. Ze wzoru (4.3) wnioskujemy zatem, ze rownanie to posiada dwa
takie pierwiastki.

Przyklad 4.1.3 Stosujac kryterium Hurwitza, zbadaj stabilnosé¢ uktadu
dynamicznego, ktérego wielomian charakterystyczny ma postaé

W(s) = 3+ 4s + 35> + 25> + 7. (4.4)
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Rozwiazanie Kryterium Hurwitza pozwala na stwierdzenie, czy mo-
niczny wielomian W (s) = ag + ais +ags® +-- -+ ap_15""' + 5" o dodatnich
wspoétczynnikach a;, ¢ =0,1,...,n—1, a, = 1, posiada pierwiastki w prawej
polplaszcezyznie zmiennej zespolonej s. W tym celu definiuje sie macierz
Hurwitza H,, € R"*" dang wzorem

Up—1 Qp—3 Qp—5 Qp_7 <+ -+ 0
1 Gp—2 QAp—4 Qp—g
O an—l an—3 an_5
H, = 0 1 an—z Gpg oo e o | 45
0 0 Un—1 Qn-3
| 0 0 0 0 - - ap |

Koniecznym i wystarczajacym warunkiem, aby wszystkie pierwiastki wie-
lomianu W (s) stopnia deg W (s) = n lezaly w lewej otwartej polplaszczyznie
zmiennej zespolonej s jest spelnienie nierownosci A; > 0dla i = 1,...,n,
gdzie A; to minory gltowne macierzy Hurwitza H,. Jezeli A; # 0 dla
i=1,...,n, to wielomian W (s) ma m pierwiastkow w otwartej prawej pot-
plaszczyznie zmiennej zespolonej s, gdzie m oznacza liczbe zmian znaku

elementéw ciggu
AVEAY) A,
{A()? Zoa E? An—l}

przy czym Ag = a, = 1.
W naszym przypadku, wielomianowi (4.4) przyporzadkowujemy macierz
Hurwitza

Hy =

S O =N
— N W o
Wk W o
w o o O

Minory gltowne tej macierzy to: Ay =2, Ag =2, Ag = —4 oraz Ay = —12.
Poniewaz Az oraz A4 sa ujemne, rozwazany wielomian ma pierwiastki w
otwartej prawej poéltptaszczyznie zespolonej. Liczba zmian znaku ciggu

A, D1 B2 Az Ag]_[,022 4 12
07A07A17A27A3 7172727_8

swiadczy, ze s3 dwa takie pierwiastki.
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Przykltad 4.1.4 Otwarty ukltad regulacji opisany jest transmitancja

ko
(—1+5s)(3+s)(4+s)’

Go(s) = ko > 0. (4.6)

Wykresl charakterystyke Nyquista odpowiadajaca tej transmitancji. Kla-
dac ko = 20, zbadaj czy uktad po zamknieciu petli jednostkowego ujemnego
sprzezenia zwrotnego bedzie uktadem stabilnym. W przypadku odpowiedzi
pozytywnej, oblicz zapas wzmocnienia uktadu zamknietego.

Rozwigzanie Argument widmowej transmitancji Go(jw) dany jest wzo-
rem

arg Go(jw) = —180° + arctan w — arctan (%) — arctan (%) .

Mamy zatem arg Go(jw)|w=0 = —180° oraz arg Go(jw)|w—oo = —270°.
Ponadto, dla w € OT(0) obowigzuje zaleznos¢

7
arg Go(jw) = —180° 4 arctanw — arctan <12_ww2>

o w(5 B wQ)
= —180 + arctan <12—+—6u)2>

z ktorej wynika, ze arg Go(jw)|we(0 N —180°. Na podstawie powyzszych
wzoréw oszacowal mozna przebieg charakterystyki Nyquista rozwazanego
otwartego uktadu regulacji (rys. 4.1).

jimGy(s)
N
/ ~.
o=0 N ® =0
J AN
0 { >
~__
ko —ko
min kmax
ReGO(s)

0

Rys. 4.1. Charakterystyka Nyquista otwartego ukladu regulacji
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Aby odpowiedzie¢ na pytanie o stabilnos¢ uktadu zamknietego, nalezy
rozwazy¢ potozenie punktow —ko/kmin oraz —ko/kmax na ujemnej rzeczy-
wistej potosi plaszczyzny zespolonej w stosunku do potozenia punktu kon-
trolnego (—1, j0).

Mozliwe sa trzy przypadki:

— ko < kmin, ktoremu odpowiada N = 0 (rys. 4.2a),

— kmin < ko < kmax, dla ktorego zachodzi N = —1 (rys. 4.2b),

— ko > kmax, w ktorym przyjmujemy N =1 (rys. 4.2¢),

gdzie

1
kmin = ———— =12 oraz knper= ———— =42

1Go ()] | py=1.0=0 1Go(Jw)| 1ky=1,0=v5

za§ N okresla, ile razy rozwazana charakterystyka obchodzi zgodnie z ruchem
wskazowek zegara kontrolny punkt (—1,30), gdy pulsacja w zmienia sie od
—o0 do +o0.

0.8 0.8
jimG,(s) ko< Krmin jimGo(s) Kimin Ko< Kmax
0.4 04
w=0 3:00 w=0 /‘,¢\\o)=oo
{
0.4 0.4
Re G, (s) Re G (s)
08 08
-4 -3 -2 -1 0 -4 3 2 -1 0
C) 0.8
jiimG
Jjim /0(/s)¢ — ko>Kmax
e .
0.4 / ~
/ . ®»=m
(/ ®©=0 \.\
~
0 H P
S
-0.4
Re Go(s)
-0.8
-4 -3 -2 -1 0

Rys. 4.2. Charakterystyki Nyquista ukladu otwartego
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Poniewaz operatorowa transmitancja rozwazanego otwartego uktadu (4.6)
ma jeden biegun w prawej poiplaszczyimie plaszczyzny zespolonej (P = 1),
zatem tylko drugi z powyzszych przypadkéw (to znaczy, gdy N = —1)
odpowiada stabilnemu uktadowi zamknietemu (liczba biegunéw transmi-
tancji zamknietego uktadu, lezacych w prawej polplaszczyznie plaszczyzny
zespolonej wynosi Z = N+ P = —1+1 =0). W pierwszym przypadku (N =
0) transmitancja zamknietego uktadu bedzie miata jeden biegun w prawej
polplaszezyznie ptaszezyzny zespolonej (Z = N+P = 0+1 = 1), zas w przy-
padku trzecim (N = 1) — beda dwa takie bieguny (Z = N+ P =1+1=2).
A zatem przy ko = 20 (czyli dla kpin < ko < kmax — co odpowiada drugiemu
przypadkowi) rozwazany uktad regulacji bedzie ukltadem stabilnym w sen-
sie BIBO. Z rys. 4.2 wynika, ze w tym przypadku mozna méwi¢ o dwdch
zapasach wzmocnienia

kmax k
M =20log | 2 ) = 6.44dB oraz M, =20log  —— | = 4.44dB.
/{0 g kmin
Zapas M; jest miara odpornogci stabilnoéci zamknietego uktadu regu-
lacji na wzrost wartosci parametru ko uktadu otwartego. Z kolei, zapas
M, méwi o odpornosci stabilnosci zamknigtego uktadu w przypadku spadku
wartosci tego parametru.

Przyktad 4.1.5 Stosujac kryterium Nyquista, zbadaj stabilnos¢ zamknie-
tego uktadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym, jezeli
wiadomo, ze transmitancja toru gtéwnego tego uktadu ma postaé
Go(S) _ k‘(l + T()S) (47)
(—1 + Tls)(l + TQS)(l + TgS)
przy czym k = 10, Ty = 0.05s, T1 = 0.1s, To = 0.02s oraz T3 = 0.25s.

Rozwigzanie Zbadajmy przebieg charakterystyki Nyquista rozwaza-
nego uktadu otwartego. Mamy

k(1 + jwTp)
(—1 +]wT1)(1 —|—]ng)(1 —|—ij3)

Go(jw) = =U(w) +jV(w)

gdzie
—10-3.05-1071 - w2 —-25-107* 0w

Ulw) = 4.

@) 14+729-102-w2+6.54-10"4-wtr+25-10-7-wb (4.8)
w(1.2—-6-107% - w?)

V(w) T 147291072 w2 46541074 wt1+25.1077 - wb" (4.9)
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Ze wzorow (4.8) i (4.9) wynika co nastepuje:

w=0 : Ulw)=-10, V(w)=0
0<w<x : Uw)<0
w—oo : Uw)—0, V(w)—0

= —1.85185, V(w)=0

(

(
W= Wpe = %:\/QOOrad-sfl : Ulw
0<w<wp : V(
(

wpe <w<oo : V(w

Powyzsze dane pozwalaja wykresli¢ charakterystyke Nyquista (rys. 4.3).

iimGg(s)

Rys. 4.3. Charakterystyka Nyquista otwartego uktadu regulacji

W mysél podstawowej reguly zwigzanej z kryterium Nyquista mamy Z =
N + P, gdzie: Z — liczba biegunéw zamknietego uktadu lezacych w prawej
potptaszczyinie plaszczyzny zespolonej, N — liczba okrazen punktu kon-
trolnego (—1,70) zgodnych z ruchem wskazowek zegara przy poruszaniu sie
wzdtuz charakterystyki Nyquista dla pulsacji w zmieniajacej sie od —oo do
400, P — liczba biegunéw uktadu otwartego, nalezacych do prawej poiptasz-
czyzny plaszczyzny zespolonej. Ze wzoru (4.7) wynika, ze jeden biegun trans-
mitancji badanego uktadu otwartego znajduje sie w prawej poiptaszczyznie
zespolonej (P = 1). Na podstawie rys. 4.3 otrzymujemy N = —1. Poniewaz
Z =0, zatem rozwazany uktad zamkniety jest stabilny.

Przyktad 4.1.6 Operatorowa transmitancja otwartego uktadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym dana jest wzorem

Gols) = 52(3k+s) k> 0. (4.10)
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Korzystajac z kryterium Nyquista, okresl liczbe biegunéw transmitancji
odpowiedniego uktadu zamknietego, lezacych w prawej potptaszczyznie pla-
szczyzny zespolonej.

Rozwiazanie Transmitancja (4.10) posiada podwéjny biegun dla s =
0. Kontur Cauchy’ego C, stosowny dla tego przypadku, przedstawiono na
rys. 4.4, wyrézniajac pie¢ fragmentéw:
Cr : s=pel?, p>0,0°<p<90°
Cir ¢ s=jw, p<w<oop>0

C[]] S = :thO (4.11)
Crv @ s=jw, —0<w<—p, p>0
Crn = s=pel?, p>0, —90° < ¢ <0°

jlm Go(s)

>

Cu
Re Go(s)

>

P

Rys. 4.4. Kontur Cauchy’ego w przypadku transmitancji z biegunem w zerze

Odwzorowanie Gy : C — C, s — Gy(s), przy p — 07, wyznacza
charakterystyke Nyquista uktadu otwartego (4.10). Dla s € Cpy mamy
k
GO(S)’seCﬂ = p2ei22(3 + pei®)
a zatem dla dostatecznie 'matej’ wartosci promienia p > 0
.k
G0(5)|s:pejso7p>07¢:oo ~ 37p2 >1
.k
|G0(S)||s:pej¢7p>07<p:90° ~ 37/)2 >1

o p
arg GO(S)|s:pej‘P,p>O,<p:900 = —180° — arctan (g) .
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Dla s = pel®” przy p > 0 zachodzi arg Go(s) < —180°. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, ze charakterystyka Nyquista ukladu (4.10) przechodzi
do drugiej ¢wiartki ptaszczyzny zmiennej zespolonej s. Gdy s € Cyr, wtedy
arg Go(s)|sec,; = —180° —arctan(w/3). Dla s € Cyy zachodzi lims_,+ |Go(s)|
= 0. Przebieg charakterystyki Nyquista dla s € C;» UCrr UCrr oraz pewnego
promienia p > 0 pokazano na rys. 4.5. Symetryczny fragment tej charak-
terystyki, odpowiadajacy s € Cry U Cpr, zaznaczono na rys. 4.5 przerywang
linig. Jak widziemy, liczba okrazen kontrolnego punktu (—1,70) zgodnie z
ruchem wskazéwek zegara wynosi N = 2. Poniewaz badany uktad otwarty
nie posiada biegunéw w prawej otwartej potptaszczyznie zespolonej (P = 0,
funkcja Gp(s) jest analityczna dla s nalezacych do wnetrza IntC konturu
Cauchy’ego C), zatem liczba biegunéw transmitancji uktadu zamknietego w
prawej otwartej polptaszczyznie zespolonej wynosi Z = N + P = 2.

jlm G4 (s)

B

Rys. 4.5. Charakterystyka Nyquista otwartego ukladu z podwoéjnym biegunem w zerze

Przykltad 4.1.7 Wykredl charakterystyke Nyquista transmitancji
k(2 +s)
Gols) = STy

pewnego uktadu otwartego. Dla jakich k uklad zamkniety z jednostkowym
ujemnym sprzezeniem zwrotnym bedzie uktadem stabilnym?

k> 0. (4.12)

Rozwiazanie Transmitancja (4.12) ma biegun dla s = 0. Kontur Cau-
chy’ego C dla tego przypadku ma posta¢ okreslong wzorem (4.11) (zob. rys.
4.4). Odwzorowanie Gy : C — C, s — Gy(s), przy p — 07, wyznacza
przebieg charakterystyki Nyquista tego uktadu. Dla s € Cp zachodzi
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k(2 + pel®)
pel¥(—1+ pei¥)

GO(S) ’sGCI/ =

a zatem, gdy tylko promieni p > 0 jest dostatecznie 'maly’, mamy

2k

GO(S)’S:p€j¢,p>O,¢:OO ~ p (413)

2k

’GO(S)| |s:pej%0,p>0,<p:90° ~ ?
arg G0(5)|s:pew,p>o,@:900 = —270° + arctan (g) + arctan p. (4.14)

Dla s € C;;y mamy

—270° 4+ arctan ( 3w ) dlaw < v2rad - s~ 1

2—w?
arg Go(s)|sec,, = —180° dlaw = v2rad -s7!
—90° 4 arctan (23“;2> dlaw > v2rad -s7 L.
(4.15)

Z kolei, dla s € Cyyr zachodzi limg_, o |Go(s)] = 0.

Ze wzorow (4.13) oraz (4.14) wynika, ze dla s € Cp charakterystyka
Nyquista rozwazanego ukladu otwartego (4.12) zawiera si¢ tylko w drugiej
¢wiartce plaszczyzny zespolonej. Z kolei, na podstawie wzoru (4.15) wniosku-
jemy, ze przy pulsacji w = wp. = v2rad-s~! charakterystyka Nyquista prze-
chodzi do trzeciej ¢wiartki plaszczyzny zespolonej. Jak tatwo sprawdzié, dla
w = wpe zachodzi Go(jwpe) = —k.

Powyzsze obliczenia pozwalaja na wykreslenie charakterystyki Nyquista
transmitancji (4.12) dla s € Cp U Crr U Cryr 1 pewnego promienia p > 0.
Przebieg ten, uzupetiony symetrycznym fragmentem odpowiadajacym s €
Crv UCyr (linia przerywana) dano na rys. 4.6a,b. Rys. 4.6a dotyczy przy-
padku, w ktérym k < 1, zas rys. 4.6b — przypadku k£ > 1. Tylko drugi z
tych przypadkéw odpowiada stabilnemu uktadowi zamknietemu.

Transmitancja (4.12) posiada jeden biegun s = 1 w otwartej prawej pot-
plaszczyznie. Mamy zatem P = 1.

W pierwszym z wyréznionych przypadkow, przy k < 1, charakterystyka
Nyquista otwartego uktadu (4.12) okraza jeden raz punkt kontrolny (—1, j0)
zgodnie z ruchem wskazowek zegara (N = 1, rys. 4.6a). Odpowiedni uktad
zamkniety jest zatem niestabilny i jego transmitancja ma dwa bieguny w
prawej polptaszcezyznie zespolonej (Z = N + P = 2).
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a) b)
jlm G4 (s) jlm Gy (s)

Rys. 4.6. Charakterystyka Nyquista niestabilnego ukladu otwartego (P = 1), ktory
po zamknieciu petli ujemnego sprzezenia zwrotnego: a) pozostaje niestabilny (N = 1,
Z = N + P =2), b) jest stabilny (N =—-1,Z =N+ P =0)

W drugim przypadku, to znaczy przy k > 1, charakterystyka Nyquista
otwartego uktadu (4.12) jednokrotnie obiega punkt (—1,50) przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara (N = —1, rys. 4.6b) — co oznacza, ze dla tego
przypadku zamkniety uktad jest stabilny (Z = N + P = 0).

Przyktad 4.1.8 Operatorowa transmitancja otwartego uktadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym dana jest wzorem
E(1+s)(3+s)
G = , k>0. 4.16
o) = ot s)dT ) (4.16)
Korzystajac z kryterium Nyquista, okresl liczbe biegunéw transmitancji
odpowiedniego uktadu zamknietego, lezacych w prawej péiptaszczyznie.

Rozwigzanie Transmitancja Go(s) posiada trzy bieguny na osi uro-
jonej: biegun w zerze (s = 0) oraz pare biegunéw sprzezonych urojonych
(s = £52). Kontur Cauchy’ego C stosowny dla tego przypadku przedstawio-
no na rys. 4.7, wyrdzniajac dziewie¢ fragmentow:

Cr : s=pe? p>0,0°<p<90°

Cip @ s=jw,p<w<2—p,p>0
Crpr = s=7j2+pel? p>0,-90° < p < 90°
Crpm @ s=jw,24+p<w<o0,p>0
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Crir @ s=4jx

Crvi @ s=jw,—oco<w<—-2—p,p>0
Crvr @ s=—j2+4 pe?? p>0,-90° < ¢ < 90°
Cryvm @ s=jw,—24+p<w<—p,p>0
Crn : s=pel?, p>0,—-90° < ¢ < 0°.

Rys. 4.7. Kontur Cauchy’ego w przypadku transmitancji z biegunem w zerze i para

biegunéw urojonych

Odwzorowanie Go : C — C, s — Go(s), przy p — 07, wyznacza
charakterystyke Nyquista ukladu otwartego (4.16). Dla s € Cp mamy

k(1 + pe??) (3 + pel?)
€T T ped® (2 + pei®) (4 + p2ei?®)

Go(s)|

a zatem dla dostatecznie 'malej’ wartosci promienia p > 0 obserwujemy, ze:

3k

G0(5)|s:pej“’7p>07‘19:00 ~ % >
3k

1Go(8)l|s=peie,p0,0=000 8 !

arg Go(8)]s— peiv p>0.p—90° —90° + arctan p > —90°.

7, ostatniego wzoru wynika, ze dla s € Cp charakterystyka Nyquista
pozostaje w czwartej ¢wiartce ptaszezyzny zespolonej. Dla s € Crpr zachodzi
E(1+ jw)(3+ jw)
Jw(2+ jw)(4 — w?)

GO(S) ’SGCII/ =
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a zatem

arg GO(S)|seCH/ = —90° + arctanw + arctan (%) — arctan (%) < o

gdzie pg = —90° + arctan 2 + arctan(2/3) — arctan1 = —37.875°. Z kolei,
dla s € Cr» obowiazuja zaleznosci:

Gols) B k(1452 + pel?)(3 + j2 + pe’¥)
OVNs€Cn ™ (324 ped®) (2 + j2 + ped®) (4 + (52 + pei®)?)

k /65
|Go($)l|s=j2+ pese,p>0,p=2000 = 1()’/)\/; =

arg Go(s) ’5:j2+pejtp7p>07<p:_900

= —90° + arctan(2 — p) + arctan (2—?> — arctan (%) < @
arg Go(s) |3:j2+l7€j"a,p>0,cp:90°

= —90° + arctan(2 + p) + arctan (2;—”> — arctan (2%”) — 180°

> —180° + ¢o.

Dla s € Crrr zachodzi lim,_. |Go(s)| = 0. Na tej podstawie wykreslo-
no charakterystyke Nyquista dla s € Cp» U Crp U Crpr U Cppn U Crpp, 8 €
Cry» UCry» UCrym UCpr (linia przerywana) i pewnego p > 0 (rys. 4.8).

ilm GO(S)

Rys. 4.8. Charakterystyka Nyquista transmitancji z biegunem w zerze oraz para

biegun6éw urojonych
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Jak widzimy, punkt kontrolny (—1,j0) jest okrazany dwukrotnie (N =
2). Poniewaz transmitancja Go(s) otwartego uktadu nie posiada biegunow
w prawe] polptaszczyznie zespolonej (P = 0), zatem liczba takich biegunow
transmitancji uktadu zamknietego réwna sie Z = N + P = 2.

Przyklad 4.1.9 Uktad regulacji sktada sie z obiektu o transmitancji

1

Gpls) = Tos(1+Ts)’

T>0 1T5>0

oraz szeregowo polaczonego regulatora PI opisanego transmitancja

Gols) = ke <1 + T15>

objetych jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym. Podaj warunek
stabilnogci uktadu zamknietego. Wyznacz wartosci nastaw k. oraz T; regu-
latora, zapewniajace temu uktadowi zapas fazy M, = 50°.

Rozwigzanie Ro6wnanie charakterystyczne uktadu zamknietego dane
jest wzorem k + kTys + 8% + T's3 = 0, gdzie k = k./(T;Ty). Wystarczajacy
warunek stabilnoéci zamknietego uktadu regulacji ma zatem posta¢ uktadu
dwdch nieréwnosci: k. > 0 oraz T; > T. Nieréwnos¢ T; > T wymaga pew-
nego komentarza. Rozwazany stabilny uktad regulacji jest uktadem astatycz-
nym drugiego rzedu — dobierajac wartos¢ statej catkowania T; regulatora PI,
nie mozna zatem opiera¢ sie na zasadzie bezposredniej kompensacji ujem-
nego bieguna transmitancji obiektu poprzez odpowiednie zero transmitancji
tego regulatora. Oznaczajac T; = o1, gdzie a > 1, argument widmowej
transmitancji Go(jw) = Ge(jw)Gp(jw) uktadu otwartego wyrazamy wzorem

arg Go(jw) = —180° + arctan(waT’) — arctan(wT) (4.17)
wl(a — 1)>

= —180° t —

+ arctan (1 T

Niech wpmax bedzie taka pulsacja w, dla ktorej arg Go(jw) przyjmuje

maksymalna wartos¢é. Rozniczkujac wzgledem w wyrazenie (4.17) oraz przy-

rownujac odpowiednia pochodng do zera, stwierdzamy, ze Wmax = Wmax () =
1/(Ty/«). Jak tatwo sprawdzié¢, zachodzi

. o a—1
arg Go(Jjw)| e, (a) = —180° + arctan ( 2\@) . (4.18)



116ROZDZIAE 4. BADANIE STABILNOSCI I OCENA DOKEADNOSCI

Ustalajac wartod¢ parametru «, wyznacza sie tym samym wartosé statej
catkowania T; regulatora PI. Wzmocnienie k. = k.(a) tego regulatora do-
bra¢ mozna w taki sposob, aby pulsacja wmax () rownata sie pulsacji odcie-
cia amplitudowej charakterystyki ukladu otwartego wy., okreslonej wzorem
|Go(jwge)| = 1. Z definicji pulsacji wmax () wynika, ze dla danego a uzyskuje
sie w ten spos6b maksymalny zapas fazy M, rozwazanego ukladu regulacji
(por. wzoér (4.18))

M, = My(a) = arctan (02‘;071) . (4.19)

Wzmocnienie regulatora PI oblicza sie zatem ze wzoru

To
TV
Kiedy zapas fazy M), jest narzucony, odpowiadajaca mu wartos¢ para-

metru a(Mp) otrzymuje si¢ po odwroceniu zaleznosci (4.19). Prowadzi to do
stosownego kwadratowego rownania, ktérego rozwiazanie okresla wzor

ke(a) = Towmax (@) = (4.20)

a(M,) = 1+ 2tan® M, + \/(1 + 2tan? M,)2 — 1.

Asymptotyczne charakterystyki Bodego tak zaprojektowanego otwartego
uktadu regulacji przedstawiono na rys. 4.9.

A
|Go(ie)l

-40dB/dek

1
T

T

»

-40dB/dek

-20dB/dek

. A
rg Goljo) P

Ta
®
180° IA R

Rys. 4.9. Charakterystyki Bodego otwartego ukladu regulacji
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Zaktadajac, ze wartosci nastaw regulatora PI przyjeto zgodnie z for-
mutami k.(«) oraz T; = oT, gdzie o > 1 jest swobodnym projektowym

parametrem, transmitancje G(p), p = sT', zamknietego uktadu regulacji za-
pisa¢ mozna wzorem

_ 14+ ap
1+ ap+ ayap? + ayap’’

Wtasnosci uktadu modelowanego taka wzorcowa (prototypowa) transmi-
tancja trzeciego rzedu (dla wybranych wartosci zapasu fazy M),) ilustruja

dane zawarte w tabeli 4.1 (dane te uzyskano na drodze komputerowej symu-
lacji).

G(p)

Tabela 4.1. Wtasnodci wzorcowego uktadu trzeciego rzedu

zapas fazy M, 30° 40° 50° 60° 70°
parametr « 3.0000 | 4.5989 | 7.5486 | 13.9282 | 32.1634
przeregulowanie ko, [%)] 52.48 39.50 28.07 18.79 12.03
czas maksimum T, /T 5.041 6.188 8.091 12.058 22.195
czas ustalania Tya0, /T 19.010 | 17.467 | 19.621 | 36.100 73.860
czas ustalania Tg50, /T 13.525 | 11.311 | 16.960 | 28.007 50.649
pulsacja odciecia wy T [rad] 0.577 | 0.466 | 0.364 | 0.268 0.176
wskaznik oscylacyjnosci M, 2.008 | 1.577 | 1.347 1.217 1.132
pulsacja rezonansowa w,T [rad] | 0.519 | 0.368 | 0.229 0.125 0.056

Powracajac do warunkéw rozwazanego przykladu (M, = 50°), ze wzoru

(4.20) otrzymuje sie o = 7.5486. Wymagane wartosci nastaw regulatora PI
to zatem: k. = 0.364Ty/T oraz T; = 7.5497T.

Przyktad 4.1.10 Dany jest uktad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 4.10, przy czym k =5 oraz T = 0.2s.

r(t) k c(t)

] -T.s
'_? " s(1+Ts) e

Rys. 4.10. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Traktujac opdznienie T jako zmienna, znajdz zaleznosé, ktora wiaze kry-
tyczng ze wzgledu na stabilnosé wartosé Ty, tej zmiennej z wartosciami k
i T pozostatych parametréow rozwazanego uktadu.
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Rozwiazanie Oznaczmy przez Go(jw) widmowa transmitancje uktadu
otwartego przy 1o = 0. Zachodzi zatem

. k —j(m rctan(w
GO(]W) = W .e J(m/2+arctan( T)) (421)

Niech wye bedzie pulsacja odciecia amplitudowej charakterystyki tego
uktadu — co oznacza, ze obowiazuje rownos¢ |Go(jwge)| = 1. Na podstawie
wzoru (4.21) wnioskujemy, ze

V1+4k2T2—1
2
T

Wge =

Argument arg Go(jwge) wyznaczamy ze wzoru

arg Go(jwge) = —90° — arctan (4.22)

\/\/1+4k:2T2 —1
5 .

Krytyczna wartoéé¢ opéznienia Ty obliczamy zatem zgodnie z formuta

arg Go(jwge) + 7
Wge

TO!nax =

skad — po uwzglednieniu (4.22) — uzyskujemy poszukiwang zaleznosé

% — arctan 4/ 7@4—41;27“2—1
. (4.23)

V14+4k2T2 -1
2

Tomax =

Podstawiajac we wzorze (4.23) wartosci k = 5 oraz T = 0.2s, otrzy-
mujemy Tp . = 0.230s, co oznacza, ze warunkiem stabilnosci uktadu jest
spelnienie nieréwnodci Tp < 0.230s.

Przyklad 4.1.11 Na rys. 4.11 przedstawiono strukturalny schemat pew-
nego uktadu sterowania katowym poltozeniem waltu silnika pradu statego.
Poszczegblne elementy tego uktadu opisane sa w nastepujacy sposob:

— silnik pradu statego modelowany transmitancja

kp

Gp(s) = 57(1 +Tps)

k, = 600 [stopieri - V™1 -s71], T,, = 0.120s,

— czujnik polozenia watu: ks = 0.06 [V - stopier ],
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— uktad zadajacy: k, = ks = 0.06 [V - stopien™!],

— sterownik: regulator PID o transmitancji ztozonej z szeregowego potaczenia
cztonu PI oraz 'rzeczywistego’ cztonu PD

1) 1—|—Td8

L D L o
Ts) T4+ Tps ~D<SHd

Go(s) = ke <1 +

Sygnaly wystepujace na rys. 4.11 oznaczaja: r(t) — zadany kat obrotu, 7, (%)
— napieciowy sygnal zadajacy, e,(t) — napieciowy sygnal réznicowy, wu,(t) —
napieciowy sygnal sterujacy, c¢(t) — sterowany kat obrotu, ¢, (t) — napieciowy
sygnal pomiarowy.

rt zadajnik () ey(t) sterownik u,(t) silnik

k, b Gq(s) Gy(s)

v

c(t) | czupnik
k

s

Rys. 4.11. Strukturalny schemat uklad sterowania silnikiem pradu statego

Opierajac si¢ na wynikach przyktadu 4.1.9, nalezy dobraé¢ wartosci nastaw
ke, T;, Ty oraz Tp, zapewniajace rozwazanemu ukladowi sterowania zapas
fazy M, = 40° oraz czas ustalania odpowiedzi skokowej T50, < 0.05s.

Rozwigzanie Przyjmujac sygnal zadajacy r,(t) jako wielkos¢ wejscio-
wa, za$ sygnal pomiarowy c¢,(t) — jako wielko$¢ wyjsciowa, otrzymuje sie
schemat uktadu zamknietego dany na rys. 4.12.

r(t) c(t)

—?—» Ge(s) [ ksGp(s)

Rys. 4.12. Przeksztalcony schemat ukladu sterowania silnikiem pradu statego

Operatorowsa, transmitancje odpowiedniego uktadu otwartego okresla wzor

kekpks(1 4 Tys) (1 + Tys)

Gols) = T A+ T,5) (1 + Tps) (424)
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W przyktadzie 4.1.9 rozpatrzono sparametryzowang rodzine wzorcowych
operatorowych transmitancji uktadu zamknietego trzeciego rzedu

G(s) 1+Tas
s) = f
14+ Tas + T?ay/as? + T3ay/as3

(4.25)

w ktorej wartos¢ parametru a wynika z zadanego zapasu fazy M,

a(M,) =1+ 2tan® M, + \/(1 + 2tan? M,)? — 1

zad parametr T' wyznacza skale czasu proceséw przejsciowych w tym uktadrie.
Dla zadanego zapasu fazy M, = 40° otrzymujemy zatem (por. tabela 4.1)
a = 4.5989 oraz T,59, = 11.3117, co prowadzi do T = T,59/11.311 =
0.00442s. Transmitancji (4.25) odpowiada nastepujaca wzorcowa transmi-
tancja otwartego uktadu sterowania z jednostkowym ujemnym sprzezeniem
Zwrotnym

_ 14+ Tas
Gols) = a2 1 Ts)

Poréwnujac wzory (4.24) oraz (4.26), dochodzimy do wniosku, ze zadang
postaé (4.26) transmitancji uktadu otwartego uzyskamy, przyjmujac naste-
pujace wartodci nastaw regulatora PID:

(4.26)

1

ke = ——F—F,
kpksT\/a

T,=aoT, Ty=1T, oraz Tp=T.

Dla postawionych wymaganian otrzymujemy zatem: k. = 2.9302, T; =
0.02033s, Ty = 0.120s oraz Tp = 0.00442s. Jak tatwo zauwazy¢, powyzsze
rozwiazanie nie jest rozwiazaniem jedynym — zadana transmitancje (4.26)
zapewniaja takze nastawy regulatora PID dobrane przy wykorzystaniu na-
stepujacych regul:

1y
kc = W, E = Tp, Td =aol oraz TD =T.
Prowadzi to do alternatywnego zbioru nastaw regulatora: k. = 17.297,

T; = 0.120s, T; = 0.02033s oraz Tp = 0.00442s. Drugie rozwiazanie,
dla ktorego spelnione jest nieréwnosciowe ograniczenie 1; > Ty, obowiazu-
jace niekiedy w praktycznych implementacjach regulatoréw PID, wymaga
jednak zastosowania regulatora o wiekszym wzmocnieniu.
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Przyklad 4.1.12 Dany jest uktad regulacji o strukturalnym schemacie jak
na rys. 4.13. Operatorowe transmitancje Gp(s), G¢(s) oraz G(s) modeluja
tu zachowanie odpowiednio: obiektu regulacji, regulatora oraz czujnika po-
miarowego. Zachodzi przy tym:

1 2 1

ma Ge(s) = m oraz G(s) = s (4.27)

Gp(s) =

Sygnaly dochodzace do sumacyjnych weztéw tego schematu oznaczaja:
c(t) — sygnal wielkosci regulowanej, r(t) — sygnat wielkosci zadajacej, u(t) —
sygnal sterujacy, m(t) — sygnal pomiarowy, d(t) — zaklécenie oddziatujace
na wejscie regulowanego obiektu oraz n(t) — szum pomiarowy.

Rys. 4.13. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Zbadaj, czy rozwazany zamkniety uktad regulacji jest dobrze okreslony
oraz wewnetrznie (totalnie) stabilny.

Rozwigzanie Oznaczmy przez Yi(s), Ya(s) oraz Y3(s) transformaty
sygnaléw wychodzacych z odpowiednich sumacyjnych weztéw rozwazanego
schematu. Zgodnie z rys. 4.13 mamy zatem:

Yi(s) = R(s)—M(s) = R(s) — Gi(s)

YQ(S) = D
Y3(S) = N(S)+

—
V)
~—

Zapisujac powyzsze Wzory w macierzowej postaci, otrzymujemy

1 0 Gs(s) Yi(s) R(s)
—Gc(9) 1 0 Ya(s) | = | D(s) |. (4.28)
0 —Gp(s) 1 Ys(s) N(s)
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Aby uktad zamkniety byt dobrze okreslony, muszg istnie¢ wszystkie trans-
mitancje zdefiniowane dla trojki zewnetrznych sygnatow (R(s), D(s), N(s))
oraz trojki wyréznionych wewnetrznych sygnatow (Yi(s), Ya(s), Y3(s)) tego
uktadu. Warunek dobrej okreslonosci rozpatrywanego uktadu sformutowad
mozna zatem w postaci wymagania, aby wyznacznik 1 + Gp(s)Ge(s)Gs(s)
macierzy wystepujacej we wzorze (4.28) nie rownal sie tozsamosciowo zeru.
Jezeli warunek ten jest spelniony, odpowiednie operatorowe macierze istnieja
i mozna je wyznaczy¢ na podstawie wzoru

Yi(s) 1 0 Gs(s) R(s)

Ya(s) = —Ge(s) 1 0 D(s)

Y3(s) . 0 —Gp(s) 1 N(s)

I Gryl(s) Gdy1 (s) Gy, (s) R(s)

= | Gryp(s) Gayy(s) Gnyy(s) D(s)

L GTZB (8) Gdys (S) Gny3(8) N(S)
! o Y el || oo
= c(s 1 —Ge(8)Gs(s s
L+ G(&)0G) | g (5)Gels)  Gals) 1 N(s)

Gdy transmitancje Gp(s), Gc(s) oraz G4(s) sa wiasciwymi funkcjami wy-
miernymi zmiennej zespolonej s, warunek dobrej okreslonoéci uktadu zam-
knietego rozszerza sie o wymaganie, aby wszystkie elementy macierzy odwrot-
nej, wystepujacej we wzorze (4.29), byly takze wlasciwymi funkcjami wy-
miernymi zmiennej s. Jak tatwo pokazaé, konieczny i wystarczajacy warunek
tak zdefiniowanej dobrej okreslonosci rozwazanego uktadu przyjmuje postaé
zadania, aby wyznacznik 1+ Gp(s)Gc(s)Gs(s) nie byl §cisle whasciwa wy-
mierna funkcja zmiennej zespolonej s, co zapisujemy jako

Gp(5)Ge(8)Gs(8)]s—00 # —1.

Badany zamkniety ktad regulacji jest wewnetrznie stabilny, gdy zadna
z dziewieciu transmitancji, stanowiacych elementy odwrotnej macierzy ze
wzoru (4.29), nie posiada biegunéw w prawej domknietej polplaszcezyznie
plaszczyzny zespolonej. Konieczny i wystarczajacy warunek wewnetrznej
stabilnodci tego uktadu sformutowaé mozna w postaci nastepujacego pod-
woOjnego wymagania:

— wyznacznik 1 4+ G,(s)Gc(s)Gs(s) nie posiada zer w prawej domkniete]
polptaszezyznie plaszczyzny zespolonej,
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— w iloczynie G, (s)Ge(s)Gs(s) nie wystepuja skreslenia w parach ztozonych
z zera i bieguna z prawej domknietej potptaszczyzny zespolone;j.

W przypadku operatorowych transmitancji (4.27) mamy

4+ 7s+5s% + &3
(14 s)%2(3+s)
(3.20557 + 5)(0.665457% + (0.897215 + 5)?)
(1+5)2(3 + s) ’

1+ Gy()Gels)Ga(s) =

Na tej podstawie stwierdzamy, ze rozwazany uktad regulacji, bedac ukta-
dem dobrze okre§lonym, nie spetnia jednak warunku wewnetrznej stabilnosci:
w iloczynie G(s)Gp(s) wystepuje bowiem niedozwolone skreslenie w parze
zlozonej z bieguna p = 2 transmitancji obiektu regulacji oraz zera z = 2
transmitancji regulatora. Transmitancje odpowiednich toréw sygnatowych
maja postac:

2
Gl = Tir st )= o e
G (8) = 4_+(17: j>5(§2++83>3’ Crua() = (24;S?il++52)2(it38)
Gano) = {E LB G = (2D,
G (5) = - 7514_—%522 — Gy (5) = (1+s)?

(2—5)(44 Ts+ 5s? + s3)

1+ 5)%(3 + )
Gings (5) = 4475+ 552+ s3°

Powyzsze wyniki potwierdzaja teze o braku wewnetrznej stabilnosci u-
ktadu zamknietego. Jak widzimy, Gay, (s) € RHoo oraz Gay,(s) € RHeo
(transmitancje te posiadaja bowiem dodatni biegun p = 2). Rozwazany
uktad rozpatrywany ze wzgledu na wplyw zadajacego sygnatu R(s) oraz po-
miarowego szumu N (s) na regulowana wielkosé C(s) jest uktadem stabilnym
w sensie BIBO, co tatwo sprawdzié, wyznaczajac odpowiednie transmitancje:

B C(s) B B 1+s
Grc(s) - m - Gryz(S)G;ﬂ(S) - 4475+ 552 + s3
Gres) = i = GGy (o) = 1 p
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Zadanie 4.1.1 Dane jest réwnanie

100 4 2255 + 18652 + 745> + 14s* + s° = 0.

Korzystajac z kryterium Routha-Hurwitza, okresl liczbe pierwiastkow
tego réwnania o czesci rzeczywistej wickszej od —3.

Wskazowka: nalezy dokonaé¢ postawienia s = p — 3, a nastepnie zastoso-
waé kryterium Routha-Hurwitza w stosunku do tak uzyskanego wielomianu
zmiennej zespolonej p.

OdpowiedZz Rownanie to ma trzy pierwiastki o czedci rzeczywistej
wiekszej niz —3.

Zadanie 4.1.2 Dane jest rownanie charakterystyczne pewnego uktadu dy-
namicznego:

a) 130 + 77s + 26s% + 65> + s° = 0,

b) —36 — 1352 4+ 953 + 265 + 10s° 4+ 355 + 57 = 0,

c) 50 4 255 + 1252 + 653 4 25* + 57 = 0,

d) —12 — 45— 95> — 353 + 35 + 5° =0,

e) 52+ 353 + 45+ 455 + 355 + 57T = 0.
Konstruujac odpowiednig tablice Routha, okredl liczbe pierwiastkéw tego

roéwnania, lezacych w prawej domknietej potptaszczyznie zespolonej.
Odpowiedz

a) Rozwazane rownanie ma dwa pierwiastki lezace w prawej potptaszcezyznie
zaspolone;j.

b) Rownanie to ma jeden pierwiastek lezacy w prawej potptaszezyznie pta-
szczyzny zespolonej oraz dwie pary urojonych pierwiastkéw zespolonych
sprzezonych o zerowych czesciach rzeczywistych.

¢) Ten uktad dynamiczny jest uktadem niestabilnym: dwa pierwiastki row-
nania charakterystycznego leza w prawej polptaszczyznie.

d) Rozwazany uktad dynamiczny jest uktadem niestabilnym: jego rownanie
charakterystyczne ma jeden pierwiastek lezacy w prawej poiptaszczyz-
nie oraz pare urojonych pierwiastkéw sprzezonych zespolonych.
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e) Wspolczynniki rownania przy dwoch najnizszych potegach zespolonej
zmiennej s maja warto$¢ zero. Oznacza to, ze réwnanie to posiada po-
dwojny pierwiastek w zerze. Kryterium Routha-Hurwitza nalezy zatem
stosowaé¢ do zredukowanego réwnania charakterystycznego o postaci
1+ 3s + 45 + 453 + 3s* + s> = 0. Tak postepujac, stwierdzono, ze
badane réwnanie posiada ponadto dwa pierwiastki urojone.

Zadanie 4.1.3 Stosujac kryterium Hurwitza, zbadaj stabilnodé¢ uktadu dy-
namicznego, ktérego wielomian charakterystyczny ma postaé

W(s)=244s+s* + 53 + st

OdpowiedZz Po wyznaczeniu macierzy Hurwitza Hy4, wlasciwej dla tego
przypadku (wzor (4.5)), stwierdzamy, ze minory glowne tej macierzy maja
wartogé, odpowiednio: Ay = 1, Ay = =3, Ay = —14 oraz A4, = —28.
Wielomian W (s) posiada zatem dwa pierwiastki w prawe]j potplaszczyznie
zmiennej zespolonej s. Uktad jest wiec niestabilny.

Zadanie 4.1.4 Dany jest uktad regulacji z jednostkowym ujemnym sprze-
zeniem zwrotnym, ztozony z obiektu o transmitancji

1
(1+T1s)(1 + Tas)’

Gp(s): T1:28, T2:8S

oraz regulatora PI opisanego transmitancja

1
Postugujac sie kryterium Routha, wyznacz taki obszar na ptaszczyznie
nastaw (k., T;) regulatora, ktéremu odpowiada stabilny uktad zamkniety.

Odpowiedz Warunki stabilnosci ukladu zamknietego

Ty ke 8 ke
Ti+T, 1+k 5 1+k.

ke >0 oraz T; >

Zadanie 4.1.5 W ukladzie regulacji wielkosci wyjéciowej obiektu o trans-
mitancji
1

G = AT T+ hs)’

T1:25, T2:8S
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zastosowano jednostkowe ujemne sprzezenie zwrotne oraz regulator Pl o
transmitancji G¢(s) danej wzorem (4.30). Postugujac sie kryterium Routha,
okregl warunki, jakie muszg spetniaé¢ nastawy k. oraz T; tego regulatora, aby
zamkniety uktad regulacji byt uktadem stabilnym.

Odpowiedz Warunki stabilnosci zamknietego ukladu regulacji maja
postac¢ nieréwnosci

T+T, 5 (T) + T)? 50
0< k. < == T > = .
ST, 8 MY YT T, kT, 5 — Sk,

Zadanie 4.1.6 Tor gtéwny pewnego prostego uktadu regulacji z ujemnym
jednostkowym sprzezeniem zwrotnym opisany jest transmitancja,

k
Go(s) = ——-
o(s) s(1+Ts)?
Stosujac kryterium Hurwitza, wyznacz obszar stabilnosci tego uktadu na
plaszczyznie (k, T) jego parametrow.

Odpowiedz Minory gtowne odpowiedniej macierzy Hurwitza Hs (zob.
wzor (4.5)) przyjmuja wartosci: Ay = 2/T, Ay = 2/T3 — k/T? oraz A3z =
2k/T5 — k?/T*. Uktad zamkniety bedzie zatem stabilny, gdy T > 0, k > 0
oraz kT < 2.

Zadanie 4.1.7 Strukturalny schemat ukladu regulacji ma postaé¢ jak na
rys. 4.14. Budujac odpowiednia tablice Routha, wyznacz krytyczna wartosé
k wzmocnienia uktadu otwartego k = kikoks, k1,ko, k3 > 0, przy ktorej
zamkniety uktad osiaga granice stabilnoéci. W przypadku jakich statych
czasowych 11, T i T3 owa warto$¢ osigga minimum?

r(t) k ko kg c(t)

—»f—» Be e
i 1+T1s 1+T25 1+T3s

Rys. 4.14. Strukturalny schemat uktadu regulacji
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Odpowiedz Krytyczne wzmocnienie uktadu otwartego wynosi

Tak wigc wzmocnienie to nie zalezy od bezwzglednych wartosci statych cza-
sowych T1, Ty oraz T3, ale od stosunku tych statych. Latwo stwierdzi¢, ze k
osiaga minimum knin = 8 przy 11 = 1Ts = Tj.

Zadanie 4.1.8 Dana jest transmitancja toru gldwnego pewnego uktadu
regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym

k
Go= ——, k>0.
0 (14 s)3’ =

Korzystajac z kryterium Hurwitza, podaj warunek, ktéry musi spetniaé
parametr k tej transmitancji, aby rozwazany uktad zamkniety byt stabilny.

OdpowiedZz Minory gtéwne macierzy Hurwitza Hs, stosownej dla tego
przypadku (zob. wzér (4.5)), przyjmuja wartosci: Ay = 3, Ay = 8 — k oraz
As = (1 4+ k)(8 — k). Uktad zamkniety bedzie zatem stabilny przy k <
8. Poréwnaj ten wynik z wnioskami ptynacymi z rozwiazania poprzedniego
zadanta 4.1.7 oraz nastepnego zadania 4.1.9.

Zadanie 4.1.9 Obiekt dynamiczny o transmitancji danej wzorem

kp

G =—FF—, k>0, T>0,n>3 4.31
p(s) (1 + Ts)” P nz ( )

jest sterowany w uktadzie z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym

za posrednictwem regulatora o wzmocnieniu k. > 0. Podaj warunek stabil-

nodci uktadu zamknietego.

OdpowiedZ Badany uktad jest stabilny w sensie BIBO przy
(1+tan2(2))? 1
k, B k,, cos™ (3) '

n

ke <




128ROZDZIAE 4. BADANIE STABILNOSCI I OCENA DOKEADNOSCI

Zadanie 4.1.10 Dynamiczny obiekt o operatorowej transmitancji

kp
(%) = AT s A 1 Tos)’
jest sterowany w zamknietym uktadzie z jednostkowym ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym za pomoca regulatora PD o transmitancji G.(s) = 1 + Tys.
Postugujac sie algebraicznym kryterium stabilnodci, okresl, jak nalezy do-
biera¢ wartosé¢ stalej czasowej Ty tego regulatora, by zamkniety uktad byt
stabilny w sensie BIBO dla dowolnej dodatniej wartosci parametru k.

Ty, Tob >0

Odpowiedz Uktad zamkniety jest stabilny przy
T, T 1

Ty > > .
YETAT, T T+ T, k,

Zadanie 4.1.11 Uktad regulacji ma strukture jak na rys. 4.15, przy czym
wartosci parametrow ke, kp, Ty oraz T), sa dodatnie.

r(t) Kp c(t)
LRy TP

Rys. 4.15. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Powiekszanie wartogci parametru k. regulatora prowadzi do wzrostu przy-
spieszeniowego wzmocnienia tego ukladu. Jaka jest graniczna z uwagi na sta-
bilno$¢ wartosé tego parametru, przy zalozeniu, ze powyzszy liniowy model
obowiazuje bez ograniczen?

OdpowiedZ Warunek stabilnosci ma posta¢ Ty > T}, Stabilnos¢ roz-
wazanego uktadu nie zalezy od wartosci iloczynu k.kp.

Zadanie 4.1.12 Uktad regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem
zwrotnym sklada sie z dwuinercyjnego obiektu o transmitancji

1
(1+s)(1+2s)

oraz regulatora I o transmitancji G.(s) = 1/s. Wykorzystujac charak-
terystyke Nyquista uktadu otwartego, sprawdz, czy ukitad zamkniety jest
uktadem stabilnym w sensie BIBO. W przypadku pozytywnej odpowiedzi,
okresl wartosci zapaséw wzmocnienia oraz fazy tego uktadu.

Gp(s) =
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Odpowiedz Charakterystyka Nyquista uktadu otwartego o transmi-
tancji Go(s) = Gp(s)Ge(s) dana jest na rys. 4.16. Zamkniety uktad jest sta-
bilny z zapasem wzmocnienia M, = 3.52dB oraz zapasem fazy M, = 11.52°.
Pulsacje odciecia amplitudowej oraz fazowej charakterystyki transmitancji
Go(s) wynosza odpowiednio: wg. = 0.5716 rad-s~! oraz Wpe = 1/v2rad-s~1.

1
08
06 S

0.4 S

0.2

N jimGRa(s)
\J 0

0 f fez >

-0.2
-0.4
-0.6
08 Re Go(s)

-
46 14 42 1 D08 06 04 02 0

Rys. 4.16. Charakterystyka Nyquista otwartego ukladu regulacji

Zadanie 4.1.13 Transmitancja

Gols) = k- (a 4; s)(b+ s)

s2(c+s)
opisuje otwarty uktad regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrot-
nym. Parametry a, b oraz c tej transmitancji przyjmuja wartosci: a = %1,
b = 43 oraz ¢ = £2. Dla wszystkich mozliwych tréjek (a, b, ¢) rozwazanych
parametréw wyznacz przedzial wartosci k, dopuszczalnych ze wzgledu na
stabilnog¢ zamknietego uktadu regulacji.

OdpowiedZz Przyjmijmy standardowe oznaczenia: P — liczba biegunow
transmitancji Go(s) lezacych w otwartej prawej potplaszczyznie plaszczyzny
zespolonej, N — liczba okreélajaca, ile razy charakterystyka Nyquista okraza
zgodnie z ruchem wskazowek zegara punkt (—1,50) dla pulsacji w zmienia-
jacej sie od —oo do +o0, zag Z oznacza liczbe biegunéw transmitancji zam-
knietego uktadu, lezacych w otwartej prawej pdlplaszczyznie plaszczyzny
zespolonej. Analizujac odpowiednie charakterystyki Nyquista uzyskano na-
stepujace wnioski, dotyczace stabilnosci uktadu zamknietego:
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(1,3,2) : P=0, dla k<0 mamy N =1, zatem Z =1,
dla k>0 mamy N =0, zatem Z = 0;

(-1,3,2) : P=0, dla k<0 mamy N =2, zatem Z = 2,
dla k>0 mamy N =1, zatem Z = 1;

(1,-3,2) : P=0, dla k< —0.5 mamy N = 2, zatem Z = 2,

dla —05<k<0 mamy N =0, zatem Z =0
(wpe = 11ad - s71),
dla £ >0 mamy N =1, zatem Z = 1;
(-1,-3,2) : P=0, dla k< —2.75 mamy N = 3, zatem Z = 3,
dla —2.75 <k <0 mamy N =1, zatem Z =1,
dla k>0 mamy N = 2, zatem Z = 2;
(1,3,-2) : P=1, dla k<0 mamy N =0, zatem Z =1,
dla 0 < k< 2.75 mamy N =1, zatem Z = 2,
dla k> 2.75 mamy N = —1, zatem Z =0
(wpe = V1l1ad - s71);
(1,-3,-2): P=1, dla k<0 mamy N =1, zatem Z = 2,
dla £ >0 mamy N =0, zatem Z = 1;
(-1,3,-2):  P=1, dla k<0 mamy N =1, zatem Z = 2,
dla 0 < k < 0.5 mamy N =2, zatem Z = 3,
dla k> 0.5 mamy N =0, zatem Z = 1;
(-1,-3,-2): P=1, dla k<0 mamy N =2, zatem Z = 3,
dla £ >0 mamy N =1, zatem Z = 2.

Zadanie 4.1.14 Wykredl charakterystyke Nyquista uktadu otwartego opi-
sanego transmitancja
24 + 10s + s>
G =k ——, k=1
o(#) 15 — 85 + 52
Sprawdz, czy uktad zamkniety z ujemnym jednostkowym sprzezeniem
zwrotnym jest uktadem stabilnym.

Odpowiedz Charakterystyke Nyquista otwartego uktadu przedstawio-
no na rys. 4.17. Zamkniety uktad jest stabilny (P = 2, N = —2). Krytyczna
warto$¢ wzmocnienia k, przy ktorej zamkniety uktad znajduje si¢ na granicy
stabilnosci, wynosi k = 0.8 < 1. Zapas wzmocnienia tego ukladu wynosi
zatem M, = 1.938dB. Pulsacja odcigcia fazowe] charakterystyki transmi-
tancji Go(s) ma wartos¢ w,, = 4.3589rad - s~ .
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iImGg(s)

Rys. 4.17. Charakterystyka Nyquista

Zadanie 4.1.15 Transmitancja otwartego uktadu z jednostkowym ujem-
nym sprzezeniem zwrotnym dana jest wzorem

60

R (R

Wykresl charakterystyke Nyquista tej transmitancji. Wyznacz zapas sta-
bilnosdci odpowiedniego uktadu zamknietego.

Odpowiedz Charakterystyke Nyquista transmitancji Go(s) przedsta-
wiono na rys. 4.18. Zamkniety uktad jest stabilny, zachowujac nastepu-
jace zapasy stabilnodci: M; = 3.5212dB, M, = 1.5836dB oraz M, = 4°.
Pulsacje odciecia czgstotliwoéciowych charakterystyk tego uktadu wynosza:
w;;c =2.236rad -s7!, wpe = Orad - s™! oraz wy. = 1.11rad - s71.

0.1

008 | iIMGqo(s)
ST
006} .
0041/ \\ .
002 =0 \ ®=®ps =
0 I \\
0.02 N |
/
0.04 N /)
N /
-0.06 AN /
. /
008 ReGy(s) ~<4
0.1
42 A 08 06 04 02 0

Rys. 4.18. Charakterystyka Nyquista
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Zadanie 4.1.16 Operatorowa transmitancja niestabilnego dynamicznego
obiektu dana jest wzorem

(24 5)(1+ s5)?
(B3+5)2(4+5)(6+s)(1 —s+s2)

Gp(s) =

Wykresl charakterystyke Nyquista tej transmitancji, a nastepnie oszacuj
stabilnog¢ zamknietego uktadu regulacji, w ktérym zastosowano proporcjo-
nalny regulator o wzmocnieniu odpowiednio k = 160 oraz k£ = 800 przy
jednostkowym ujemnym sprzezeniu zwrotnymni.

Odpowiedz Charakterystyki Nyquista transmitancji Go(s) = k-Gp(s)
przedstawiono na rys. 4.19a,b. Na tej podstawie tatwo jest stwierdzi¢, ze
regulator o wzmocnieniu k = 160 prowadzi do stabilnego zamknietego uktadu
regulacji. Zapas stabilnosci tego uktadu wynosi: M;‘ = 6.737dB, M, =
7.972dB oraz M, = 22.9°, zas odpowiednie pulsacje odcigcia maja wartosé:
wif, = 5.449rad - s, w,. = 1.316rad - s oraz wy. = 3.292rad - s~ 1.

a
) 5 .
iimGy(s)
2
! o=0
0 I
® =00 ///
-1 ///
///
-2 H . ~
TR ReGY(9) T ReGy(
-3 * 0 -15
-3 -2 -1 0 1 2 -15 -10 -5 0 5 10

Rys. 4.19. Charakterystyki Nyquista niestabilnego otwartego ukladu regulacji z
proporcjonalnym regulatorem o wzmocnieniu k: a) k = 160 (stabilny uklad zamkniety),
b) k = 800 (niestabilny uklad zamkniety)

Zadanie 4.1.17 Transmitancja otwartego uktadu regulacji z jednostkowym

ujemnym sprzezeniem zwrotnym dana jest wzorem
(2+8)%(4+s)

(=3+s)(—14+s)(1+s5)(3+s)’

Wykresl charakterystyke Nyquista tej transmitancji oraz wyznacz zapas
stabilnodci uktadu zamknietego.

Go(s) =k - k= 10.
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Odpowiedz Zapasy stabilnosci wynosza: Mg = 7.475dB oraz M), =
46.28°. Odpowiednie pulsacje odciecia transmitancji Go(s) maja wartosc:
wye = 4.472rad - 71 oraz wye = 10.1695rad - s (rys. 4.20)

jlm Go(s)

Rys. 4.20. Charakterystyka Nyquista otwartego uktadu regulacji

Zadanie 4.1.18 Czy obiekt o transmitancji

4+s
(=3+s)(—14+s)(2+5s)

Gp(s) =

moze by¢ efektywnie sterowany za pomoca proporcjonalnego regulatora w
uktadzie z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym?

Odpowiedz Charakterystyke Nyquista transmitancji Gp(s) pokazano
na rys. 4.21. Jak widzimy, regulator typu P nie moze by¢ tu stosowany.

04

03
0.2
0.1

0

041

0.2 g e

03 S

-0.4
-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07

Rys. 4.21. Charakterystyka Nyquista
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Zadanie 4.1.19 Regulator typu P steruje obiektem o transmitancji

(1+5)(2+5)(3+5s)
(—1+s)(—2+s)(=3+s)(—4+s)
w zamknietym ukladzie z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym.
Uzasadnij, ze odpowiednio nastawiony regulator wystarcza do ustabilizowa-
nia takiego uktadu.

Gp(s) =

Odpowiedz Regulator o wzmocnieniu £ > 10.6878 stabilizuje uktad.
Charakterystyki Nyquista transmitancji Go(s) = k-Gp(s) uktadu otwartego,
odpowiadajace przyktadowym wartosciom wzmocnienia k, przedstawiono na
rys. 4.22a,b. Rysunki te dotycza odpowiednio: stabilnego uktadu zam-
knietego (k = 30, My, = 17.28dB, M, = 59.26°, w,. = 0.9094rad - s
wge = 29.7321ad - s71) oraz ukladu niestabilnego (k = 5).

a) b)

15

1

05

0

Rys. 4.22. Charakterystyki Nyquista niestabilnego otwartego uktadu regulacji z
proporcjonalnym regulatorem o wzmocnieniu k: a) k = 30 (stabilny uklad zamkniety),
b) k =5 (niestabilny uklad zamkniety)

Zadanie 4.1.20 Obiekt o operatorowej transmitancji
kp
(1+T1s)(1+ Trs)’

oraz calkujacy regulator G.(s) = 1/(1;s), gdzie T; = 8s, polaczone sg w
uktadzie z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym. Sprawdz, stosu-
jac kryterium Nyquista, czy ten uktad jest uktadem stabilnym. Jaka powinna
byé¢ wartos¢ staltej catkowania T;, aby uktad charakteryzowal sie zapasem
wzmocnienia M, = 10dB? Jaki bedzie zapas fazy M), takiego uktadu?

Gp(S): k‘p:15, lels, T2:2S
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Odpowiedz Zamkniety uktad jest niestabilny, zachodzi bowiem Re G
(Jwpe) = —1.25 < —1 oraz Im Go(jwpe) = 0, gdzie Go(s) = Ge(s)Gp(s)
oznacza transmitancje uktadu otwartego, zas wpe = 1/vVT1Th = 1/v/2rad -
s~1 jest pulsacja odciecia fazowej charakterystyki tej transmitancji. Zadany
zapas wmocnienia uzyskamy, ktadac

kp(Tl + T2)

T. — 10Ms/20 .
' (1+ w2 TH) (1 + w2 .T3)

= 31.623s.

Zapas fazy M), = 34.26° wyznaczono ze wzoru M, = 90°—arctan(wg.11)—
arctan(wgcT3), w ktérym przyjeto wye = 0.3615rad - s7L.

Zadanie 4.1.21 Niech

G =k e o k=6,1T= =
— - - — — 1 3 —
o(s) { SR 6, 0.158, n =3

oznacza transmitancje otwartego uktadu regulacji. Wyznacz krytyczna war-
tosé czasu opdznienia Tp, dla ktorej zamkniety uktad z jednostkowym ujem-
nym sprzezeniem zwrotnym znajduje si¢ na granicy stabilnosci.

Odpowiedz Krytyczne opdznienie wynosi

7 —n - arctan /k2/7 — 1
VE2m —1

Zadanie 4.1.22 (Czy uklad o strukturalnym schemacie danym na rys. 4.23
jest dobrze okreslony oraz wewnetrznie stabilny?

d(t)

r(t) i+ c(t)
G (8) ——»O— G(s)

Rys. 4.23. Strukturalny schemat ukladu regulacji
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Rozwaz nastepujace przypadki transmitancji obiektu G,(s), regulatora
G, (s) w glownym torze regulacji oraz korektora G, (s) w torze sprzezenia
zZwrotnego:

2) Gyls) = ——. Gals) = 50 Gul9) =1

b) Gyls) = 5 Gule) = 1y el =31
) Gls) =57 2)(3 oy Gald)= 12++ss’ Gaale) = m
d) Gp(s)ziz, Gcl(s)zzii Gc2(8)=§+z
&) Gyls) = . Gal) = 7o Cald) =1

Odpowiedz W przypadkach a), ¢) oraz e) uktad jest dobrze okreslony
oraz wewnetrznie niestabilny. W przypadkach b) oraz d) uklad, bedac
wewnetrznie stabilnym, nie jest uktadem dobrze okreélonym.

Zadanie 4.1.23 Sprawd?, czy uktad regulacji o strukturalnym schemacie
przedstawionym na rys. 4.24 jest uktadem wewnetrznie stabilnym.

t Fu(t t
r(t) e(t) 649 u(t) Gy(®) c(t)

Rys. 4.24. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Transmitancje G¢(s) oraz G,(s) maja postacé

4+s s
. oraz  Gp(s) s

G(s)

Odpowiedz Rozwazany ukltad nie jest wewnetrznie stabilny.
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Zadanie 4.1.24 Obiekt o transmitancji danej wzorem (4.31) jest sterowany
w uktadzie z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotinym za pomoca, pro-
porcjonalnego regulatora o wzmocnieniu k.. Wzmocnienie obiektu k, = 1.

a) Przyjmujac k. = 1, wyznacz zapas wzmocnienia M, uktadu zamknigtego.
Co mozna powiedzie¢ o zapasie fazy M), tego ukladu?

b) Nastawe k. regulatora dobrano w taki sposob, aby zapas wzmocnienia
uktadu zamknietego réownatl sie M, = 6dB. Jak jest zapas fazy M,
uktadu zamknietego?

Odpowiedz

a) Zapas wzmocnienia ma wartosé
Mgy(n) = —20n - logq (cos (E>> [dB].
n
Zapas fazy wynosi M, = 180°. Zauwazmy, ze lim,_,o, My(n) = 0.

b) Mamy

1
ke = 2 cos™ (%)

Zapas fazy ma wartos¢

1
M,=m—n-arctan,| ——————1, 3<n<T.
PR \/22/" cos?(m/n)

Dla n > 8 zapas fazy jest nieskoniczony.
Zadanie 4.1.25 Zal6zmy, ze nominalny model pewnego zamknietego u-
ktadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym przyjmuje

postaé standardowej transmitancji rzedu drugiego (3.3). Wyprowadz wzor
na zapas fazy M, takiego uktadu.

Odpowiedz Mamy

VACt+1 —2¢2
2 ), gdzie wg. = \/ < g. (4.32)

TWgc T

M, = arctan (

Ponadto dla M, > 0 obowigzuje uzyteczna zaleznos¢

¢ = \/COS M,;- tan Mp' (1.33)
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4.2 Stabilno$é a dokladno$é regulacji. Uklady sta-
tyczne i astatyczne

Przyklad 4.2.1 Dany jest uktad regulacji, w ktérym na obiekt oddzia-
tuja dwa zaklécenia, zas sterowanie realizowane jest zgodnie z algorytmem
regulacji kaskadowej, w ktorym pomocniczy sygnal pomiarowy m(t) wyko-
rzystuje sie w celu korekcji wlasnosci dynamicznych wybranego fragmentu
obiektu (rys. 4.25).

e P
| obiekt }
r(t) e(t) A + [ keTos *lo(t)
k » » » P _’O_t__
-~ ) X ems Y 1+Tss }

Rys. 4.25. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Przyjmujac, ze krytyczna posta¢ zaktécen modelowaé¢ mozna skokiem
jednostkowym, nalezy tak dobra¢ wzmocnienie k. gtéwnego regulatora oraz
wzmocnienie k regulatora pomocniczego, aby zapas wzmocnienia uktadu
zamknietego wynosit M, = 10dB, za$ ustalony blad |e(co)| dla kazdego z
zaklocen osobno nie przekraczal [e(oo)| < 0.2. Wartosci parametréw obiektu
sa nastepujace: kp = 2, Ty = 0.005s, 11 = 0.05s oraz 1> = 0.01s.

Rozwigzanie Niech £ = 0. Uchybowe transmitancje zaktoceniowe
dane s3 wowczas wzorami:

—kp(1 + Tys)e=5T0
1+ kckpe=sTo + (Ty + To)s + T1Ths?
1+ (T1 + TQ)S + T1T282
- 1+ k‘ck‘pefsTO + (Tl + TQ)S + 52T Ths2 '

de(s)‘k:o =

Gdze(s)‘k:o =

W przypadku stabilnego uktadu regulacji otrzymuje sie nastepujace war-
tosci ustalonych btedéw dla skokowych zaktocen:

k 1
‘edl(oo)Hk:O = % oraz |€d2(00)||k:o = m~
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Operatorowa transmitancja otwartego uktadu regulacji ma postaé

k‘ck‘pe_STO
(1+T1s)(1+Tas)

GO(S)|k:O =

Dla pulsacji odcigcia wpeo = 146.7rad -s™! fazowej charakterystyki trans-
mitancji Go(s)|,_, mamy

arg Go(s)]s=jupeo k=0 = —180° oraz  |Go(s)|[,—jy, k=0 = 0-15211k.

Przy k = 0 oraz k. = 107Ms/20/0.15211 = 2.079 zamkniety uklad re-
gulacji posiada zatem wymagany zapas wzmocnienia M,. Nastawom tym
odpowiadaja ustalone wartodci bltedow: |eq, (00)|[;. o079 k—o = 0.3878 oraz
|€d, (00)|[1,=2.070 k=0 = 0.1939. Wynika stad, ze uproszczona struktura ukla-
du (k = 0) nie wystarcza do spelnienia postawionych wymagan — zmniej-
szenie wplywu zaktoceri uzyska¢ mozna tylko kosztem obnizenia zapasu sta-
bilnosci uktadu zamknietego. Rozwazmy przeto sterowanie w ukladzie o
kaskadowej strukturze (k > 0). Odpowiednie uchybowe transmitancje za-
ktéceniowe opisane sa w tym przypadku wzorami:

—kpk(1 4 Tys)e=sTo
1+ kckpl_fe—STO + (Th + T)s + 82Ty Ty 52
—(1 + (Ty + Tys) + Ty Tss?)
1+ kckpke=sTo + (Ty + Ty)s + T1 T s?

Be(s) =

dpe(s) =

gdzie k =1/(1+ k) oraz Ty = T1 /(1 + k).
Ustalone wartosci btedow wynosza, odpowiednio:
ky 14+ k

|eq, (00)] = m oraz |egq,(00)| = m'
Transmitancja otwartego uktadu regulacji jest zgodna ze wzorem

kekyeTo
(14 Tys)(1 + Ths)

Go(s) =

Niech wy,. oznacza pulsacje odciecia fazowej charakterystyki transmitancji
Go(s). Zachodzi zatem arg Go(jwp.) = —180°. Dla ustalonej wartosci k
wzmocnienie k¢, zapewniajace zapas Mg, otrzymuje si¢ ze wzoru

lof]V[g/ZO —
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W tabeli 4.2 przedstawiono wyniki obliczen dla wybranych wartosci k,
przy czym wy. jest pulsacja odcigcia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji Go(s), definiowana wzorem |Go(jwgc)| = 1, zas przez M, oznaczono
zapas fazy zamknietego uktadu regulacji.

Tabela 4.2. Wyniki obliczent — przyktad 4.2.1

] ke [ lea (o)l | leay(o0)] | wpelrad s 1] | M, | wpelrad s
0 2.0790 | 0.3878 0.1939 146.7 54.23° 66.32
11| 4.0351 | 0.1986 0.1986 185.9 64.26° 73.13
2 16.1317 | 0.1310 0.1966 210.7 68.33° 76.65
3 | 83326 | 0.0968 0.1936 228.0 70.26° 79.23

7 przedstawionych wynikéw wnioskujemy, ze dla dostatecznie duzych
wartodci wzmocnienia k kaskadowa regulacja zapewnia uktadowi wymagany
zapas stabilnosci oraz zadana doktadnosé. Osiaga sie to, kompensujac wplyw
dominujacej statej czasowej 11 regulowanego obiektu przez objecie odpowied-
niego fragmentu tego obiektu korekcyjnym sprzezeniem zwrotnym. Wartosé
wypadkowej statej czasowej 17 maleje wowczas w miare wzrostu parametru
k. Z danych zawartych w tabeli 4.2 wynika ponadto, ze zwiekszajac wartosé
tej nastawy, uzyskuje si¢ wzrost wartosci pulsacji odcigcia wye, a zatem
w takiej sytuacji nalezy spodziewaé sie przyspieszenia proceséw regulacji
(zalecamy Czytelnikowi wykonanie odpowiednich eksperymentéw symula-
cyjnych). Biorac pod uwage warunki praktycznej implementacji rozwazanego
algorytmu regulacji, najkorzystniejszym rozwiazaniem wydaje sie przyje-
cie nastawy k = 1, ktorej odpowiada standardowa struktura kaskadowa
pokazana na rys. 4.26.

Rys. 4.26. Strukturalny schemat kaskadowego uktadu regulacji
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Przyklad 4.2.2 Na rys. 4.27a pokazano strukturalny schemat pewnego
uktadu zamknietego.

a) Pokaz, ze w uktadzie tym nie mozna osiagnac¢ jakiegokolwiek celu regu-
lacji, z uwagi na jego strukturalna niestabilnosé¢.

b) Jaki jest najprostszy $rodek stabilizujacej korekcji tego ukltadu, jezeli
dopuszcza si¢ niezerowy uchyb ustalony, bedacy reakcja na skokowe
zakltocenie d(t)?

¢) Zaktadajac, ze jednostkowe zaktocenie skokowe d(t) nie powinno po-
wodowaé¢ ustalonego uchybu wiekszego niz 0.01, wyznacz parametry
odpowiedniego korektora.

d) Jaka jest doktadnos¢ odtwarzania skokowo zmieniajacego sie sygnatu
zadanego r(t) dla uktadu uzyskanego w punktach b) i ¢)?

Rys. 4.27. Schemat ukladu regulacji: a) uklad strukturalnie niestabilny, b) uktad

skorygowany

Rozwigzanie

a) Z transmitancji ukladu zamknietego (rys. 4.27a), C(s)/R(s) = 1/(1 +
TCTpsz), wynika, ze niezaleznie od wartodci parametréow 7, oraz 1) nie
mozna spelnié¢ koniecznego i wystarczajacego warunku stabilnosci tego
uktadu — uktad jest wiec strukturalnie niestabilny.

b) Uktad z rysunku 4.27a mozna ustabilizowa¢ tylko wtedy, gdy zmieni
sie jego strukture. Poniewaz dopuszcza sie wystepowanie niezerowych
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ustalonych uchybéw, bedacych reakcja na skokowe zakldcenia na wej-
$ciu obiektu, najprostszym srodkiem takiej korekcji jest zastosowanie
sztywnego sprzezenia zwrotnego przeksztatcajacego regulator typu I w
regulator typu P z inercja. Tak skorygowany uktad przedstawia sie jak
na rys. 4.27b.

¢) Wyznaczywszy zakloceniowa transmitancje C(s)/D(s) = (k + Tes)(1 +
kTys + TCTpSQ) uktadu z rys. 4.34b, stwierdzamy, ze uktad ten jest
stabilny dla dowolnych T, T), i k wiekszych od zera. Z wymagania, by
ustalony uchyb regulacji wywotany zaktoceniem skokowym d(t) = 1(t)
nie przekraczat 0.01, otrzymujemy zatem warunek 0 < k£ < 0.01.

d) Zamkniety uktad regulacji, uzyskany w punktach b) i c), jest uktadem
astatycznym pierwszego rzedu w odniesieniu do sygnatu zadajacego,
co oznacza, ze ustalony uchyb odtwarzania skokowo zmieniajacego sie
sygnatlu zadajacego jest zerowy.

Przyklad 4.2.3 Operatorows transmitancje G(s) pewnego stabilnego u-
ktadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym przedsta-
wiono w nastepujacej czynnikowej postaci, w ktérej wyrézniono bieguny p;,
1=1,...,n, oraz zera z;, * = 1,...,m, tej transmitancji:

Hiﬂil (s —2)
[Ty (s —pi)

Zakltadajac, ze rozpatrywany uktad jest uktadem astatycznym pierwszego
rzedu, wyznacz wspoétczynnik predkodciowego wzmocnienia tego uktadu.

G(s) = ko ko #0, m<n. (4.34)

Rozwigzanie Operatorowa transmitancja otwartego uktadu regulacji
dana jest wzorem

G(s) _ ko Iy (s — i) , (4.35)

T 1-G(s) [Ty (s = pi) = ko T2, (s — 2i)

Z zalozenia o stopniu astatyzmu uktadu (4.34) wynika, ze G(s)|,_, = 1,
a zatem

Go(s)

m n

ko [T (=2) = [ (=po)- (4.36)

=1 =1

Wspoétezynnik predkosciowego wzmocnienia definiuje sie jako
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ky, = lim(sGo(s)).
s—0
Zgodnie ze wzorem (4.35) otrzymuje sie wyrazenie

ky, = lim hos [Tizy (s — 2i)
° s=0 J[i2y (s —pi) — ko [T (s — )
C b ko T1:y (s — zi) + kos (s — zi).
s=0 d sILo (s — )_kOE [T (s — =)

Jak tatwo zauwazy¢, zachodzq zwiazki:

li_fj%zgn(s—pi) = ;i;%(g(s—m ;s—pz 1)

= I prl
= i—1

=1
d n m m -

Na tej podstavvle mamy
ko [Ti%y (—2i)
ko [Ti% (—2) - 22 Zfl =T (=pa) - 200 p;l
skad, po uwzglednieniu wlasnosci (4.36), otrzymuje sie poszukiwang za-

leznog¢ wspodlczynnika predkodciowego wzmocnienia od biegunéw oraz zer
transmitancji uktadu zamknietego

:izlzp

v =1

v =

Przyktad 4.2.4 Strukturalny schemat, bedacy modelem pewnego zam-
knietego uktadu regulacji, przedstawia sie jak na rys. 4.28, gdzie

o(s) = 0.1115’ Gels) = ke + k? Gals) = 0.104}55
oznaczaja transmitancje, odpowiednio: sterowanego obiektu, regulatora PI
oraz kanatu zaktéceniowego. Przyjmujac dodatnie wartoéci parametréw re-
gulatora k. oraz k;, zbadaj ustalong wartoé¢ uchybu regulacji w tym uktadzie,
przy zalozeniu sygnatu zadajacego oraz zaktdcenia w postaci jednostkowych
skokéw potozeniowego i predkosciowego.
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Rys. 4.28. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Rozwiazanie Uchyb regulacji wyznaczamy ze wzoru

e(t) =r(t) —c(t) = e (t) + eq(t)

gdzie e, (t) jest uchybem regulacji w uktadzie, nie podlegajacym oddziatywa-
niu zakloceri (uchyb sygnalowy), zas e4(t) jest reakcja zamknietego uktadu
na zaktocenia (uchyb zaktoceniowy). Zacznijmy od wyznaczenia sktadnika
er(00) uchybu e(o0). Zaktadajac, ze rozpatrywany zamkniety uktad regulacji
jest stabilny (co, jak tatwo sprawdzi¢, zachodzi dla dowolnych zatozonych
dodatnich wartosci k. oraz k;), mamy e,(c0) = lims_o(sR(s)(1 — Gyc(s))),
gdzie

C(s) _ _ Ge(8)Gp(s)

Grc(s) = R(S) - 1+ GC(S)Gp(S).

Sktadnik e,(c0) uchybu dany jest wzorem

) sR(s)
e 1+ GC(S)GP(S) ’

W rozwazanym przypadku mamy G.(s)Gp(s) = 10(k; + kcs)/(s(0.1 +
s)). Ze wzgledu na sygnal zadajacy uktad regulacji charakteryzuje sie a-
statyzmem pierwszego rzedu. Ustalony uchyb pochodzacy od skokowego
sygnalu zadajacego (R(s) = 1/s) rowna sie zero, natomiast w przypadku
predkosciowego sygnatu zadajacego (R(s) = 1/s%) otrzymamy e.(0c0) =
1/ky, gdzie k, = lims_o(sGe(s)Gp(s)) = 100k; jest stosownym wzmoc-
nieniem predkosciowym. Dla zaktéceniowego sktadnika uchybu zachodzi
eq(00) = —limg_0(sD(8)Gyc(8)), gdzie G4.(s) oznacza zaktoceniows trans-
mitancje uktadu zamknietego. Jak tatwo sprawdzi¢, obowiazuja nastepujace
zaleznodci:

C(s) Ga(s) o 0.5s
D(s) 14 Ge(8)Gp(s)  10k; + (10k. + 0.1)s + s2

Gac(s) =
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. 0.5s2
ca(o0) = lim (D(S) 10k; + (10ke + 0.1)s + 52> ‘

Ze wzgledu na zaktéceniowe wejscie badany uktad regulacji przedstawia
sie jako astatyczny pierwszego rzedu. Tak wiec obserwujemy zerowa wartosé
uchybu ustalonego dla zakt6cenia skokowego oraz niezerowy uchyb odtwarza-
nia sygnatu predkosciowego, wynoszacy eq(oc) = 0.05/k;.

Przyklad 4.2.5 Rozwazmy strukturalny schemat uktadu regulacji jak na
rys. 4.29.

Rys. 4.29. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Model regulowanego obiektu sktada sie z dwoch cztoné6w dynamicznych
Gp, (s) oraz Gp,(s), zas regulator PID zastosowany w uktadzie opisany jest
transmitancja G.(s), przy czym:

3 1 2.5(0.1 + 5)(4.2 4 s)

= I Gp,(s) = sB1s) G(s) = . .

G, (s)

Wyznacz wartosci pieciu poczatkowych sygnatowych wspétczynnikéw u-
chybowych e, = 0,...,4, oraz pieciu poczatkowych zakléceniowych wspot-
czynnikéw uchybowych eq,, 2 = 0, ..., 4, tego uktadu. Oblicz warto$¢ ustalo-
nego uchybu e,(00) przy pobudzeniu uktadu zadajacym sygnatem o postaci
r(t) = ro(t) = 2 + 0.4t + 0.25¢t%, t > 0, oraz ustalonego uchybu ey(cc) przy
pobudzeniu zakléceniem d(t) = do(t) = 1.5+ 0.3¢t, t > 0. Jaka bytaby
warto$¢ ustalonego uchybu eg(oo0) w przypadku d(t) = ro(t)? Ponadto, wy-
znacz predkodciowe oraz przyspieszeniowe wzmocnienie rozwazanego uktadu
regulacji.

Rozwigzanie Sygnatowa transmitancja uchybowa uktadu regulacji da-
na jest wzorem

(4.37)
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1252 4+ 753 + s*
3.15 + 32.255 + 19.552 + 7s3 + s~

Zakléceniowa transmitancje uchybowa tego uktadu okresla wzoér

_ B(s) _ —Gpa(5)
Gde(s) - D(S) - 1 —|—GC(S)Gp1(5)Gp2(S)
—45 — 52

3.15 4+ 32.255 + 19.552 + 753 + ¢4~

Przedstawmy dang transmitancje Ge(s) w postaci nastepujacego szeregu
potegowego

— 1 d
Ge(s) = Zeisl, e =5 @Ge(s) . i=0,1,.... (4.38)
=0 8=
Wspbtezynniki e;, ¢ = 0,1,. .., tego szeregu zwane sg wspdlczynnikami

uchybowymi. Latwo stwierdzié¢, ze ich znajomosdé zezwala na ocene uchyboéow
ustalonych dla wymuszenia dowolnego rzedu. Przyktadowo, w przypadku
stabilnego uktadu oraz jednostkowego sygnatu r(t) = 1(t) wartos¢ ustalonego
uchybu obliczamy zgodnie z formuta

er(00) = gl_r)r(l) (sR(s) Z eisi> = ll_I)r(l) Z e;s’.
i=0 =0

Jak widaé, warunkiem zerowania sie tego uchybu jest, aby eg = 0. Wy-
znaczanie wspoOtczynnikow uchybowych wedlug wzoru (4.38) nie jest do-
godng metoda. Odpowiednie rachunki mozna w istotny sposdéb uproscié,
stosujac nastepujacy rekurencyjny algorytm, wynikajacy z dzielenia wielo-
mianu licznikowego danej transmitancji Ge(s) przez jej wielomian mianown-
ikowy. Zapiszmy transmitancje G.(s) w postaci nastepujacej wymiernej
funkcji zmiennej zespolonej s:

741_ bisi
Ge(s) = %7 ap # 0.
i=0 %

Zgodnie ze wzorem (4.38) zachodzi > i a;s’ - > iogeis’ = Doi g bist.
Poréwnujac wspétczynniki przy kolejnych potegach zmiennej s w wyrazeniu
po lewej stronie powyzszego wyrazenia z odpowiednimi wspoédtczynnikami
licznika transmitancji Ge(s), uzyskujemy poszukiwany rekurencyjny algo-
rytm obliczania uchybowych wspétczynnikéw tej transmitancji:
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ep = % dlai =0,
_ 1 i ;
e, = w (bi—zjzlajei_j) dlat=1,...,n,
1 \n :
—an 21 4j€inj dla ¢ > n.

Stosujac ten algorytm, otrzymano nastepujace wartosci zaktéceniowych
wspotczynnikéw uchybowych rozwazanych transmitancji:

Gre(s) = 04 0s+ 3.80955% — 36.785% + 353.2925% + - - -
Gae(s) = 0—1.2698s + 12.6833s% — 121.99195> + 1173.2706s* + - - - .

Rozpatrywany uktad regulacji jest uktadem stabilnym w sensie BIBO,
zatem w przypadku wielomianowych pobudzen r(t) = ro(t) oraz d(t) = do(t)
ustalone uchyby e, (00) oraz eg(o0) przyjmujg wartosé: e,(oo) = 3.8095 - 2 -
0.25 = 1.905 oraz eg(oc0) = —1.2698 - 0.3 = —0.381. Poniewaz wspolczynnik
eq, ma wartos¢ rozna od zera, zatem |eq(t)| dla zaklocenia d(t) = ro(t)
narasta w czasie w sposob nieograniczony. Niech Go(s) = Gc(5)Gp, (5)Gp, (5)
oznacza transmitancje uktadu otwartego. Ze wzoru (4.37) wynika, ze

1 — Gre(s)

GO(S) = Gre(S)

Wspolezynniki wzmocnienia predkosciowego (k) oraz wzmocnienia przy-
spieszeniowego (k,) rozwazanego uktadu regulacji definiuje sie jako

ky = liII(l)(SG[)(S)) oraz kg = 111%(82G0(S)).

Jak tatwo sprawdzié, obowiazuja nastepujace rownosci:
P 0 gdye,#0
v el gdye, =0
[ { 0 gdyer#0Olube, #0
a
e

gdy e, = 0 oraz e,, =0.
Mamy zatem k, = oo oraz kg, = 0.2625.
Zadanie 4.2.1 Strukturalny schemat uktadu regulacji dano na rys. 4.30a,

przy czym regulowany obiekt opisany jest parametrami: kg = 1.5s7!, T} =
0.2s oraz 1o = 0.07s.
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d(t) d(t)

| obiek| 7‘ | obiekt *47*47

ey A kg ety [y 1 kg || (1)
g ¢ —P_ |1+ Tys s(1+T25); |1+ Tys s(1+T,s)
[ I—— J | =

_ -

) ) ke e(t)y r(t)

k

Rys. 4.30. Schemat ukladu regulacji: a) struktura kaskadowa, b) standardowa struktura
kaskadowa

W uktadzie zastosowano dwa regulatory proporcjonalne: regulator o
wzmocnieniu k. w torze gléwnym oraz regulatopr pomocniczy o wzmocnie-
niu k£ w korekcyjnym torze wewnetrznego sprzezenia zwrotnego. Zaktadamy
ponadto, ze na obiekt oddziatuje zaktocenie d(t) w postaci jednostkowego
skoku potozeniowego.

Wyznacz takie wzmocnienia k. oraz k, ktére zapewnia temu uktadowi
ograniczenie ustalonego uchybu pochodzacego od zaklécenia do wartosci
le(co)| = 0.1 przy zapasie wzmocnienia M, = 12dB. Jaki jest zapas fazy
tak zaprojektowanego uktadu regulacji?

Odpowiedz Parametry regulatoréw okreslone sg formutami

. Ty~ 2Ty + /T + dkokgTy T3 - 10Mo/20
k = - k = .
“Tleloo)] M 2T

Zachodzi zatem k. = 10 oraz k = 1.31095. Zapas fazy rozwazanego
uktadu regulacji wynosi M, = 43.7°. Na rys. 4.30b przedstawiono ten uktad
w postaci odpowiadajacej standardowej kaskadowej strukturze. Zauwazmy;,
ze stosujac regulator jedynie w torze gtoéwnym (to znaczy przyjmujac k = 0),
nie mozna speltni¢ postawionych wymagan. Zadanie M, = 12dB prowadzi
do wzmocnienia k. = 3.2296, ktéremu odpowiada ustalony uchyb o wartosci
le(o0)| = 0.3096, przekraczajacej dopuszczalng wartosé (zapas fazy takiego
ukladu wynosi M, = 38.4°). Z kolei, spelienie wymagania dotyczacego
statycznej doktadnosci (|e(oo)| = 0.1) prowadzi do wzmocnienia k. = 10,
lecz tak uzyskany uktad charakteryzuje sie zbyt malym zapasem stabilnosci:
My = 2.2dB oraz M, = 6.5°.

Zadanie 4.2.2 Dana jest operatorowa transmitancja G(s) zamknietego
uktadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym
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G(s) = ko - IIiz, (5 = =) Gs)._g=1, m<n.
[T (s —pi)’ =0 ’

Wspblezynnik przyspieszeniowego wzmocnienia kg, tego uktadu zdefinio-
wany jest wzorem ko = lims_o(s2Go(s)), gdzie przez Go(s) oznaczono ope-
ratorowa transmitancje uktadu otwartego, odpowiadajacego transmitancji
G(s). Okresl zaleznosé tego wspotczynnika od wartosci biegunow p;, i =
1,...,n, oraz zer z;, i = 1,...,m, transmitancji G(s).

OdpowiedZ Przyspieszeniowe wzmocnienie kg, rozwazanego uktadu re-
gulacji wynika ze wzoru

n m

1 1 1
g?+22 oraz —— ZZ—Z

i=1 i=1

n

dl\D‘H

pz

Zadanie 4.2.3 Transmitancja sygnatowego toru (R(s) — C(s)) pewnego
uktadu regulacji ma postaé

- C(S) B bg+b18—|—---+bn,15"_1
R(s)  ap+ais+---+aps"

Definiujac uchyb regulacji jako E(s) = R(s) — C(s), sformutuj konieczne
i wystarczajace warunki istnienia skoriczonych wartosci ustalonego uchybu
a) polozeniowego oraz b) predkosciowego tego uktadu.

Odpowiedz Transmitancja uchybowa dana jest wzorem

Gro(s) = ggg 1= Gyu(s)
(ag —bo) + (a1 —b1)s+ -+ (a1 — bp_1)s" "L + a,s"

ag +a1s+ -+ apst

a) Koniecznym i wystarczajacym warunkiem istnienia skonczonego uchybu
potozeniowego jest stabilno$¢ uktadu. Uchyb taki ma wartosé

ap — by
e(t)t—oo = .
ag
Koniecznym i wystarczajacym warunkiem zerowania sie uchybu potoze-
niowego jest zatem stabilnos¢ uktadu oraz spetnienie réwnosci ag = by.
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b) Koniecznym i wystarczajacym warunkiem istnienia skonczonego uchybu
predkosciowego jest stabilnosé uktadu oraz spetnienie réwnosci ag = by.
Wartos¢ takiego uchybu wynosi

al — b1
e(t)|t—>oo — ao .

Stad konieczny i wystarczajacy warunek zerowania sie uchybu pred-
kosciowego: stabilnosé¢ uktadu, ag = by oraz a; = b;.

Zauwazmy, ze powyzsze wnioski obowigzuja niezaleznie od postaci sprze-
zenia zwrotnego zastosowanego w uktadzie regulacji. Co w szczegolnosci
oznacza, ze podane wzory moga by¢ uzywane w przypadku ztozonych struk-
tur z podatnym sprzezeniem zwrotnym. Zachecamy Czytelnika do sfor-
mutowania analogicznych wnioskéw dla uktadéw regulacji z opdéznieniem,
a wiec dla przypadkow transmitancji (modeli) niewymiernych.

Zadanie 4.2.4 Dana jest transmitancja zamknietego uktadu regulacji z
jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnyim

G(S) _ Go(s) _ l() + 118 + l282
14+ Go(s)) 72+ 5ds+ 1352+ s3

gdzie przez Go(s) oznaczono transmitancje gtéwnego toru tego uktadu. Wy-
znacz takie wartosci wspoltczynnikow lg, I oraz la, aby:

a) uktad regulacji posiadal astatyzm drugiego rzedu,

b) warto$¢ ustalonego uchybu przy pobudzeniu predkosciowym ¢ - 1(¢) nie
przekraczata 0.1,

c) ustalony uchyb przy pobudzeniu przyspieszeniowym /2 - 1(t) nie prze-
kraczat 0.05.

Odpowiedz Wymagane wartosci wspotczynnikéw licznika transmitan-
cji G(s) wynosza:

a) lo = 72, l1 = 54 oraz l2 75 13;
b) lp =72, 46.8 <} < 61.2, [2 dowolne;

c) lo="72,1; =54 oraz 9.4 < I3 < 16.6.
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Zadanie 4.2.5 Rozwazmy uktad regulacji (serwomotor pradu statego, rys.
4.31) z pomocniczym sygnatem pomiarowym w postaci pochodnej wielkosci
sterowanej (co odpowiada tachometrycznemu sprzezeniu zwrotnemu). Wia-
domo, ze w uktadzie tym przy wytaczonym sprzezeniu tachometrycznym
(kt = 0) czas ustalania skokowej odpowiedzi wynosi Ty, = 0.981s, za$
przeregulowanie tej odpowiedzi ma wartoéé¢ x = 0.6.

d(t)
Ol obiek |
r(t) e(t) vt [ s 1| oe)
k T’ a+s 1 s }

Rys. 4.31. Strukturalny schemat ukladu regulacji z tachometrycznym sprzezeniem

Oblicz wartosci nastaw k oraz k¢, przy ktorych rozwazany uktad regulacji
posiada zapas fazy rowny M, = 50°, zas ustalony uchyb dla krytycznego jed-
nostkowego skokowego zakltdcenia, wystepujacego na wejsciu obiektu, réwna
sie |e(o0)| = 0.002.

OdpowiedZz Na podstawie informacji, dotyczacych skokowej odpowie-
dzi uktadu bez tachometrycznego sprzezenia zwrotnego, mozna dokonaé przy-
blizonej identyfikacji parametru a transmitancji obiektu regulacji. W tym
celu stosujemy wzor a ~ —21In(0.021/1 — () /Tyo9, przy czym wartosé (y =
0.1605 wynika ze wzoru (3.5). Na tej podstawie mamy a = 8s~!. Parametr k
wyznaczamy w oparciu o wymaganie dotyczace uchybu: k£ = 1/|e(o0)| = 500.
Z kolei, parametr k; obliczamy ze wzoru k; = 2¢;7+ — 8/(5k) = 0.01591s, w
ktorym przyjmujemy 7, = 1/v/5k = 0.02s oraz ¢; = 0.4777 (zob. wz6r
(4.33)).

Powyzsze wyniki opieraja sie na przyblizonym oszacowaniu czasu usta-
lania Ty odpowiedzi skokowej uktadu regulacji bez sprzezenia tachome-
trycznego. Doktadny wzoér, uzalezniajacy Tsoq od wspoédlczynnika 7 skali
czasu wzorcowej transmitancji drugiego rzedu (xxxx) dla wspoétczynnika thu-
mienia (p odpowiadajacego przeregulowaniu k£ = 0.6, ma posta¢ Ty =
23.097. Wynika stad, ze 'doktadna’ wartoé¢ parametru a wynosi a = 2-23.09-
Co/Tso0, = 7.555s7 1. Poniewaz warto$¢ ta niewiele odbiega od oszacowania
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a = 857!, mozna spodziewa¢ sie, ze wlasnosci rzeczywistego’ uktadu regu-
lacji beda sie tylko nieznacznie réznity od nominalnych wlasnosci (zapas fazy
takiego 'rzeczywistego’ uktadu regulacji rowna si¢ M, = 49.63°).

Zadanie 4.2.6 Uktad regulacji sktada si¢ z obiektu o transmitancji

1

@0 = Trre s

oraz proporcjonalnego regulatora o wzmocnieniu k, objetych jednostkowym
ujemnym sprzezeniem zwrotnym. SprawdZ, czy dobierajac wzmocnienie k
mozna zapewni¢ ustalony uchyb |e(oo)| < 0.01 przy jednostkowym skokowym
sygnale zadajacym. Jezeli nie jest to mozliwe, okresl minimalna wartosé tego
uchybu, mozliwa do uzyskania w uktadzie regulacji.

Odpowiedz Minimalna ze wzgledu na stabilnos¢ zamknietego uktadu
regulacji wartos¢é uchybu ustalonego wynosi |e(00)|min = 0.1. Oszacowanie
to ma jednak walor tylko teoretyczny. Niezbedne jest bowiem uwzglednienie
odpowiedniego zapasu stabilnosci. Przykladowo, przyjmujac zapas wzmoc-
nienia M, = 6 dB, uzyskuje si¢ 'praktyczng’ oceng¢ ustalonego uchybu, mozli-
wego do uzyskania w tym ukltadzie: |e(00)|min = 0.182.

Zadanie 4.2.7 Dynamiczny obiekt opisany operatorowsa transmitancja

ky 12
14 Tps  1+04s

Gp(s)

sterowany jest w ukladzie zamknietym z jednostkowym ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym za pomoca regulatora catkujacego G.(s) = 1/(T;s).

a) Oblicz wartodc stalej catkowania T; tego regulatora, dla ktorej skokowa
odpowiedZ uktadu regulacji charakteryzuje sie przeregulowaniem s =
0.2. Dla tak zaprojektowanego uktadu oszacuj ustalona warto$¢ uchybu
$ledzenia jednostkowego predkoéciowego sygnatu zadajacego.

b) Zaktadajac, ze uchyb ten nie powinien przekraczaé 0.1, wyznacz od-
powiedniag warto$¢ stalej catkowania T; regulatora G.(s), a nastep-
nie oszacuj przeregulowanie x skokowej odpowiedzi otrzymanego w ten
sposob uktadu zamknietego.

Jaki jest zapas fazy M, w kazdym z powyzszych przypadkow?
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Odpowiedz

a) Wartosé statej catkowania, zapewniajacej zamknietemu uktadowi skoko-
wa odpowiedZ o przeregulowaniu x, wynika ze wzoru 1T; = 4C2k:pr,
gdzie ¢ okreslone jest formuta (3.5). Dla x = 0.2 otrzymuje sie ( =
0.45595, czemu odpowiada T; = 3.9915s, a w konsekwencji: ustalony
predkosciowy uchyb e(oo) = T;/k, = 0.33262s oraz zapas fazy M, =
48.148°.

b) Dla e(oo) = 0.1 otrzymuje si¢ stata catkowania T; = kpe(oo) = 1.2s oraz
skokowg odpowiedz o przeregulowaniu x = 0.44434. Zapas fazy wynosi
w tym przypadku M, = 28.02°.

Zadanie 4.2.8 Dany jest uktad regulacji z jednostkowym ujemnym sprze-
zeniem zwrotnym, ztozony z obiektu o operatorowej transmitancji G, (s) oraz
regulatora PID opisanego idealizowana transmitancjg G.(s), gdzie

5

&)= T rrE T s

2
oraz  Ge(s) =3+ — + 2s.
s
Oblicz wartosci pieciu poczgtkowych sygnatowych wspotczynnikéw uchy-
bowych e;, ¢ = 0,...,4, rozwazanego ukltadu regulacji. Okresl na tej pod-
stawie rzad astatyzmu tego uktadu. Wyznacz wartosé¢ ustalonego uchybu
§ledzenia zadajacego sygnalu o postaci r(t) = 3+ 0.5¢, t > 0.

OdpowiedZz Poczatkowe uchybowe wspotczynniki rozwazanego uktadu
regulacji dane sa wzorem

E(s)
R(s)
= 040.25+0.165% — 0.172s% + 0.0724s* + - - - .

Gre(s) =0+ €15+ eas® + e38° + eqst + - -

Uktad regulacji posiada zatem astatyzm pierwszego rzedu. Wartosé u-
stalonego uchybu $ledzenia zaktadanego pobudzenia r(t) wynosi

e(00) = lim <61 : dr(t)) ~0.1.

Zadanie 4.2.9 Strukturalny schemat pokazany na rys. 4.32 jest modelem
pewnego serwomechanizmu. Na uktad ten dziata zadajacy sygnat w postaci
predkosciowego skoku r(t) = c1t-1(t) oraz zaktocenie w postaci skoku potoze-
niowego d(t) = d - 1(t) (moment obciazenia).
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Rys. 4.32. Schemat serwomechanizmu

a) Wyznacz ustalony uchyb e(co) = e,(00) + e4(0c0) w zaleznosci od pred-
kosci ¢1 narastania sygnatu zadajacego i intensywnodci zaktécenia d w
przypadku, gdy G¢(s) = 0.

b) Wyznacz ustalony uchyb predkosciowy e,(0c0) w przypadku, w ktérym
zastosowano proporcjonalne (’sztywne’) sprzezenie zwrotne Gy(s) =
ki, ke > 0, oraz w przypadku, gdy korekcyjne sprzezenie zwrotne ma
charakter dynamiczny: G¢(s) = sT3/(1+sTp). Jaka wartos¢ przyjmuje
ustalony uchyb potozeniowy e4(00) pochodzacy od zaktécenia d(t)?

Odpowiedz
a) Ustalony uchyb wynosi e(0o) = e,(00) + eq(00) = Tact1/(kck1) + kad/ke.

a) W przypadku proporcjonalnego sprzezenia korekcyjnego, ustalony uchyb
predkosciowy wynosi e,(00) = Tocy/(keki) + kiTacr. Z kolei, w przy-
padku dynamicznego korekcyjnego sprzezenia zwrotnego ustalony u-
chyb predkosciowy rowna sie e,(00) = Tacy/(kck).

4.3 Badanie skutkéw niepewnosci nominalnego mo-
delu obiektu

Przyklad 4.3.1 Narys. 4.33 dany jest schemat uktadu regulacji ztozonego
z obiektu o transmitancji Gp(s), catkujacego regulatora G.(s) oraz czujnika
modelowanego za pomoca cztonu opézniajacego e~ 1™ przy czym:

k, 1

Gp(s) = m oraz GC(S) = ﬁ
p )
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gdzie k, = 30, zas T, = 0.15s.

r(t) c(t)

Rys. 4.33. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Projektujac regulator, pominieto obecno$¢ opdznienia: wartosé statej
catkowania dobrano w ten sposéb, aby przy 7}, = 0 uktad zamkniety charak-
teryzowal si¢ zapasem wzmocnienia M, = 12dB. Jaka jest krytyczna wartos¢
T POmiarowego opéznienia Ty,, dla ktérej tak zaprojektowany uktad
znajdzie sie na granicy stabilnosdci? Zaktadajac, ze opéznienie T, wystepu-
jace w rzeczywistym ukladzie regulacji przyjmuje owa krytyczna wartosé
Ty = Tom,..., tak skoryguj stata catkowania regulatora, aby zapewnié¢ temu
uktadowi wymagany zapas wzmocnienia M, = 12dB.

Rozwigzanie Niech Go(jw) oznacza widmowa transmitancje ukladu
otwartego przy T,, = 0. Pulsacja odciecia fazowej charakterystyki tej trans-
mitancji wynosi wpe = 1/T},. Zachodzi przy tym |Go(jwpe)| = kpTp/(2T;).
Aby zatem osiagnac¢ dany zapas My, stata catkowania 7; musi spetnia¢ ogra-
niczenie 10Ms/20 . k, T, = 2T;. Oznaczmy przez T; odpowiednia warto$¢
statej catkowania: T; = 10Me/20 . kT, /2 = 8.957s. Rozwazmy z kolei
uktad regulacji z opoznieniem. Niech Go(s) bedzie operatorows transmi-
tancja ukladu otwartego, za§ wy. oznacza pulsacj¢ odcigcia amplitudowej
charakterystyki tego uktadu, zdefiniowang wzorem |Go(jwge)| = 1. Po-
niewaz w tym przypadku zachodz |Go(jw)| = |Go(jw)|, Vw, zatem przy
ustalonej wartosci statej catkowania T3, pulsacje wye. wyznacza si¢ rozwigzu-
jac réwnanie TZ-TZ?wgc + Tiwge — kp = 0. Roéwnanie to, po podstawieniu
liczbowych wartoéci k), T}, oraz T; = T;, przyjmuje postac w36+44.4444wgc—
148.8525 = 0. Poszukiwana wartos$¢ pulsacji odcigcia wge wynosi zatem
wge = 2.8361ad - 57!, zas argument transmitancji Go(jw) dla tej pulsacji ma
wartosé arg éO(ngc) = —2.375rad = —136.08°. Wynika stad, ze zapas fazy
dla T, = 0 wynosi M, = 43.92°. W przypadku, gdy w uktadzie wystepuje
opoznienie Tp, > 0, argument arg Go(jwg.) okreslony jest wzorem

arg Go(jwge) = arg GO(ngc) — wgeTm
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z ktoérego wynika krytyczna warto$¢ 1,, .. opdznienia

max

T+ arg é()(ngc)

M = =0.2702s.
Wye
Od uktadu regulacji wymaga sie, aby dla T, = Tp,.., charakteryzowal

si¢ zapasem wzmocnienia M, = 12dB — co prowadzi do warunku

k Mgy /20
(Golieye)| = b = 107102,
I Wy T (1 4 w2, T2)
Poszukiwang wartoé¢ nastawy T; regulatora, zapewniajaca temu ukta-
dowi wymagang odpornoé¢ na wpltyw pomiarowego op6znienia w torze sprze-
zenia zwrotnego, wyznacza sie zatem ze wzoru

kp . 10Afg/20

T, = —————— = 35.66s.
! wge(1 + wgch)
Nastawa ta jest istotnie wieksza od wartodci TZ = 8.957s, obliczonej
przy zatozeniu T, = 0s. Badajac skokowa odpowiedz tak zaprojektowanego

uktadu regulacji, nalezy sie zatem spodziewaé, ze bedzie ona wolniejsza od
odpowiedzi uktadu o takim samym zapasie wzmocnienia, lecz bez opdznienia
w torze sprzezenia zwrotnego (1, = 0s). Uwage te potwierdzaja przebiegi
odpowiedzi skokowych pokazane na rys. 4.34.

1.4

c(t)
1.2
1 \>‘i'/’ﬁ77 =
e
0.8 /
/
0.6 // P
/ uklad bez opéznienia
0.4 / ——~ uklad z opéznieniem
/
0.2 /
o L’ t [s]
0 1 2 3 4 5

Rys. 4.34. Por6wnanie odpowiedzi skokowych ukladu regulacji
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Przyklad 4.3.2 Dany jest strukturalny schemat ukladu serwomotoru z
proporcjonalnym regulatorem jak na rys. 4.35, przy czym 17 > 0 oraz To > 0
oznaczaja rzeczywiste wartosci stalych czasowych obiektu regulacji.

Projektujac regulator, przyjmuje sie nastepujace nominalne wartoéci tych
stalych czasowych: T; = 0.1s oraz T = 0.0125s. Nalezy dobra¢ wzmocnie-
nie k. regulatora, zapewniajace nominalnemu zamknietemu uktadowi zapas
wzmocnienia M, = 8dB.

r(t) 1 c(t)

'_? " Ke _’s(1+T1s)(1+Tzs)

Rys. 4.35. Strukturalny schemat uktadu regulacji

Nastepnie dla tak nastawionego regulatora nalezy okresli¢ zakres zmien-
nosci statych czasowych T oraz 15, dopuszczalny ze wzgledu na stabilnosé
uktadu zamknietego.

Rozwigzanie Mamy réwnanie charakterystyczne uktadu zamknietego
ke 4 s+ (T + Ty)s* + T1Tys® = 0.

Maksymalna wartos¢ wzmocnienia k., proporcjonalnego regulatora, do-
puszczalna ze wzgledu na stabilnogé tego uktadu, wynosi zatem
T+ T 1 1
kcmax = - 2 = 7 + T
v o 1

Po podstawieniu nominalnych wartosci statych czasowych 17 oraz Tb
otrzymuje sie kemax = 90s~!. Wartog¢é wzmocnienia k., odpowiadajacego
zadanemu zapasowi M, = 8dB, wynika zatem ze wzoru

ke =k, -10"Ms/20 — 358209651,

Cmax

Jak tatwo zauwazy¢, przy k. > 0 wystarczajacy warunek stabilnosci uktadu
zamknietego przyjmuje postaé

T+ 15 > k.11 Ts.

Rozwazamy przykladowa sytuacje, w ktérej proporcjonalny regulator
o wzmocnieniu k. = 35.8296s~! zaprojektowano korzystajac z modelu o
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doktadnie zidentyfikowanej pierwszej statej czasowej, co oznacza, ze T) = T7.
Zamkniety uktad regulacji z obiektem o niepewnej wartosci drugiej stalej
stalej czasowej 15 zachowa stabilnos¢, o ile spetniona bedzie nier6wnosé

T

L 0.0387s.
Ty — 1 >

0< Ty <

Przyktad 4.3.3 Zalt6ézmy, ze zbiér modeli pewnego obiektu regulacji mozna
sparametryzowaé¢ w nastepujacy sposob

Gp(s) = (1+1Tzs) - Go(s) oraz T, <T,<T,

Zmin —

(4.39)

max *

We wzorze powyzszym transmitancja Go(s) charakteryzuje znany (i wolny
od wszelkiej niepewnosci) fragment dynamiki rozwazanego obiektu, za$§ pa-
rametr T, przyjmujacy dowolng (lecz nieznana) warto$¢ z podanego prze-
dzialtu, stuzy do opisu wplywu zalozonej parametrycznej niepewnosci mode-
lu tego obiektu — to znaczy niepewnosci polozenia zera jego ’rzeczywistej’
transmitancji Gp(s).

Wyznacz standardowa multiplikatywna reprezentacje takiego zbioru nie-
pewnych modeli, przyjmujac

Gp(s) = Gp(s) - (14 A(s) - Win(s)) (4.40)

gdzie Gp(s) oznacza nominalny model obiektu regulacji, A(s) € RHoo jest
pewna funkcja o jednostkowo ograniczonym module (|A(jw)| < 1, Vw), za$
Win(s) to odpowiednio dobrana funkcja wazaca.

Rozwiagzanie Zal6zmy nominalny model obiektu zgodny ze wzorem

Go(s) = (1 + Tus) - Gols) (4.41)
gdzie
7, = Lomin T Do ;TZmax (4.42)

jest uéredniona wartoscia niepewnego parametru 7,. Na podstawie wzoréw
(4.39)-(4.41) otrzymujemy

EZEE = A(s) - Win(s). (4.43)
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Jak tatwo zauwazy¢, gdy T, = 0, musimy przyja¢ niewlasciwa (wielo-
mianowa) posta¢ funkcji wazacej W, (s) = T, s oraz statyczna zmienng
A(s) =Ae[-1,1].

Z kolei w przypadku, w ktorym T, # 0, ze wzoréow (4.42) oraz (4.43)
wnioskujemy, ze

2TZ - Tz in TZ TZS
min max | _ — A . W . 4.44
TZmin + TZmax 1 + TZS (S) m(S) ( )

Zdefiniujmy wspotczynnik

r. = szax — TZmin
z
szin + szax

pelniagcy role wzglednej miary niepewnosci parametru 7,. Uwzgledniajac te
definicje we wzorze (4.44), otrzymujemy formute

=A-Wpy(s).

2T, 1 T‘TZTZS
1+T.s N

szax - szin TTZ
Widzimy, ze pierwszy czynnik wyrazenia po lewej stronie powyzszej réwnosci
odpowiada rownaniu odcinka o koricach w punktach (7% , , —1) oraz (%, 1).

Na tej podstawie przyjmujemy funkcje wazaca w postaci

rT TZS
W, = —2=
m(s) 1+T,s
Podobnie jak w przypadku T, = 0, mamy teraz A(s) = A € [-1, 1].
Warto takze zauwazy¢, ze dla dowolnej wartoéci parametru T, obowiazuje
dogodna formuta

w ktorej

A _ szax — szin
T, — 92 .

A ponadto, dla T, # 0 zachodzi oczywista rownosé¢ Ar. = 7. T,.
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Przyklad 4.3.4 Niech P(s) oznacza nominalny model pewnego obiektu
dynamicznego.
Zaktadajac, ze 'rzeczywista’ transmitancja tego obiektu nalezy do zbioru

P = {P(S) = P(s) . G_TOS, 0 S To S Tomax}

gdzie Ty jest nieznang wartoscig transportowego op6znienia, wyznacz stan-
dardowsg multiplikatywna reprezentacje takiego zbioru modeli z parametrycz-
na niepewnoscia.

Rozwiagzanie Rozwazmy nastepujacy zbior:
P = {P(S) (T+A(s) - Win(s), 1A]leo < 1}

gdzie W, (s) € RH jest odpowiednia dla tego przypadku funkcja wazaca,
zdefiniowang w taki sposéb, aby P C Pp,. Oznacza to, iz dla dowolnego mo-
delu P(s) € P rozwazanego obiektu — czyli dla kazdej dopuszczalnej wartosci
op6znienia T — istnieje taka funkcja A(s) € Hoo 0 jednostkowo ograniczonej
normie, ze 1 + A(s) - Wy, (s) = e 10,

Funkcje wazaca W, (s) € RH nalezy zatem dobra¢ tak, aby spetniona
byta nieré6wnosé

czyli
‘e_jTU"’ — 1‘ < | Wi(jw)|,  Yw, Tp.

Ktadac D(w) = D(w,Tpy) = ‘e‘jTO“’ — 1‘, z tatwoscia stwierdzamy, ze

D(w) = 1/2(1 — cos(Tpw)), minD(w) =0 oraz max D(w) = 2.

Funkcja D(w) swoje pierwsze maksimum osigga dla pulsacji w*(7Tp) = 7 /T,
To > 0. Dla 0 < w < w*(Tp) funkcja ta ma przebieg monotonicznie rosacy
o asymptotycznym nachyleniu +20dB/dek (co tatwo jest sprawdzi¢, korzys-
tajac z przyblizenia cos(Tow) ~ 1 — T¢w?/2, Tow € O(0)). Najmniejsza
interesujaca nas wartoscia pulsacji w*(1p) jest w* (To,.) = T/ 10,0 -
Powyzsze spostrzezenia nasuwaja mysl, aby jako funkcje wazaca przyjac

ks

Wm(s) = 1 + TO s

(4.45)
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o odpowiednio dobranej wartosci parametru k > 0. Zadajac, aby D(w, Tp,...)
< [Win(jw)|, Vw, otrzymujemy warunek

B > 2
max w:w*(TOmaX)

z ktorego wynika poszukiwane nieré6wnosciowe ograniczenie na parametr k

k> 2\/1—|—7T_2-T0max.

Warto podkresli¢, ze powyzsza prosta funkcja wazaca (4.45) nie jest
jedyna postacia tej funkcji. Przyktadowo, dopuszczalna jest funkcja stata
W (s) = Wy, = 2. Praktyczne znaczenie takiego rozwiazania jest jednak
niewielkie, ze wzgledu na jego zbyt 'zachowawczy’ charakter (por. przy-
ktad 4.3.x). Zachecamy Czytelnika do poréwnania amplitudowych charak-
terystyk Bodego funkcji e770¢ — 1 oraz odpowiednio sparametryzowanej
funkcji wazacej (4.45).

Zadanie 4.3.1 Dany jest uktad regulacji o schemacie jak na rys. 4.xx.

t
r(t) Guls) | G, (9) c(t)

Rys. 4.xx. Strukturalny schemat ukladu regulacji

Obiekt regulacji opisany jest operatorowa transmitancja
1
(1+T1s)(1 + Tys)’

ponadto w uktadzie stosuje sie regulator catkujacy o transmitancji G.(s) =
k./s, za$ transmitancja Gs(s) = 1/(1 + Tps), To > 0, modeluje wlasnosci
czujnika wielkodci sterowanej.

Od uktadu zamknigtego zada si¢ zapasu wzmocnienia M, = 10dB. Na-
stawiajac regulator, przyjeto upraszczajace zalozenie Ty = 0s, co oznacza, ze
uznano wpltyw dynamiki czujnika jako pomijalny. Jaka wartosé¢ k. nastawy
regulatora uzyskano? Zbadaj odpornosé stabilnosci uktadu regulacji zapro-
jektowanego w taki sposéb, okreslajac maksymalna dopuszczalng wartosé
statej czasowej Ty czujnika, dla ktérej uktad ten zachowa stabilnosé.

Gp(s) = Ty =0.2s, Tob = 0.04s
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Odpowiedz Przy Ty = 0s zadany zapas wzmocnienia zapewnia

o, it T

=94 -1
T 9.4868 s

ke = 107 Mo/

Przedzial dopuszczalnych zmian staltej czasowej Tp > 0 czujnika wynika z
analizy nieréwnosci ag + a17p + ang < 0, gdzie

ag = TlTQ(kCT1T2 —T — TQ)
a; = (T1 + Tg)(QkCTng —T7 — Tg)
ay = (T1 + Tg)(kc(Tl -+ Tg) — 1)

Dopuszczalna warto$é statej czasowej czujnika wynosi Tomax = 0.108555s.
Rys. 4.22 ilustruje destabilizujacy wplyw niepewnosci modelu sprzezenia
zwrotnego: pokazano tam odpowiedzi skokowe nominalnego uktadu (7p =
0s) oraz przyktadowego uktadu ’rzeczywistego’, w ktorym Ty = Tomax/2.

nominalny uktad
—— - rzeczywisty ukiad

t [s]
0 1 2 3 4 5

Rys. 4.22. Ilustracja wplywu niedokladnosci modelowania toru pomiarowego

Zadanie 4.3.2 Schemat serwomechanizmu zlozonego z silnika pradu state-
go, proporcjonalnego regulatora oraz czujnika polozenia walu silnika przed-
stawiony jest na rys. 4.28. Parametry operatorowej transmitancji silnika
maja postaé: Tp = 0.05s oraz T' = 0.2s. Przyjeto, ze dynamike czujnika
modelowa¢ mozna za pomoca idealnego czlonu opézniajacego e~ 1m*, T, > 0.

Zakltadajac zerowa warto$¢ op6znienia 1), tego czlonu, dobierz wzmoc-
nienie k. proporcjonalnego regulatora, zapewniajace odpowiedzi skokowej
zamknietego uktadu przeregulowanie x = 0.2. Jaki jest nominalny zapas
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r(t) ‘ 1 c(t)
¢ _’Tos(1+Ts)

gms

Rys. 4.28. Strukturalny schemat serwomechanizmu

fazy M, tak zaprojektowanego ukladu regulacji? Nastepnie, zachowujac
obliczona warto$¢ wzmocnienia k., okredl krytyczng wartosé¢ Ty, .. pomi-
arowego opoéznienia, przy ktorej zamkniety uktad znajdzie sie na granicy sta-
bilnogci. Jaka jest wowczas wartos$é pulsacji niettumionych drgan? Poréwnaj
przebiegi odpowiedzi skokowych nominalnego uktadu zamknietego (7, = 0)
oraz przyktadowego 'rzeczywistego’ uktadu zamknietego (0 < Ty, < Thnpas)-
Na koniec, zmodyfikuj wzmocnienie k. regulatora w taki sposéb, aby dla
wyznaczonej krytycznej wartosci Ty, .. pomiarowego opéznienia zamkniety
uktad regulacji charakteryzowal si¢ zaktadanym zapasem fazy M,,.

Odpowiedz Wzmocnienie regulatora dla T},, = 0 wyznaczamy zgodnie
z formuta k. = To/(4¢?T), przy czym wspotczynnik thtumienia ¢ dany jest
znanym wzorem (3.5). A zatem przy ¢ = 0.4559 wzmocnienie to osiaga
warto$¢ k. = 0.3006, czemu odpowiada zapas fazy M, = 48.14°. Niech
k = k./Typ = 6.0141s7 . Krytyczna warto$¢ opoznienia w torze sprzezenia
zwrotnego wynosi

T — arctan \/%(\/ 14 4k%T2% — 1)
T = -T'=0.1876s.

Mmax
V(I AR - 1)
Pulsacja niettumionych drgan uktadu na granicy stabilnodci ma wartosé

VEVITARETE — 1)
T

=4.4794rad - s L.

Wn =

Zmodyfikowane wzmocnienie regulatora dla T, = T, wyznacza sie ze

Mmax
ke = wgeToy/1+ cugcT2 = 0.10346

przy czym odpowiednig warto$¢ pulsacji odcigcia wye = 1.9304 rad - s uzys-
kuje sie, rozwigzujac nieliniowe réwnanie

Wzoru
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5 — arctan(wg.T") — M,
T .

Mmax

Wge =
Na rys. 4.29 pokazano wyniki komputerowych symulacji.

16

1.4
12

1

0.8

0.6
0.4 /’
02

[ t [s]
0 1 2 3 4

0

Rys. 4.29. Ilustracja wplywu opdznienia w torze sprzezenia zwrotnego uktadu regulacji —
poréwnanie skokowych odpowiedzi: a) uklad bez op6znienia (T, = 0, k. = 0.3006), b)
uktad z opéznieniem bez modyfikacji (T = T, /2 = 0.0938s, k. = 0.3006, ¢) uklad z

op6znieniem z modyfikacja (T = = 0.1876's, k. = 0.10346)

Mmax

Zadanie 4.3.3 Dany jest zbior modeli pewnego obiektu regulacji

1
Gp(s) = s—p : Go(S), Pmin < p < Pmax

gdzie Gy(s) jest znanym czynnikiem operatorowej transmitancji tego obiektu,
zad parametr p pozwala na uwzglednienie parametrycznej niepewnoéci mo-
delowania (identyfikacji), obejmujacej wartos¢ jednego bieguna tej transmi-
tancji. Warto zwrdci¢ uwage na fakt, iz w ogélnym przypadku niepewnosc,
o ktorej mowa, moze dotyczy¢ takze oceny stabilnodci czynnika 1/(s — p).

Wyznacz standardows ilorazowa (odwrotng multiplikatywna) reprezen-
tacje powyzszego zbioru niepewnych modeli, przyjmujac

_ Cp(s)

1+ A(s) - Wi(s)
gdzie Gp(s) oznacza nominalny model obiektu regulacji, A(s) € RHoo jest
znormalizowana funkcja (|A(jw)| < 1, Yw), zas W;(s) to odpowiednio do-
brana funkcja wazaca.

Gp(s)

(4.46)
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OdpowiedZz Model nominalny ma postac

~ 1 min max
Gp(s) = -Go(s), gdzie p= w

s—p 2

Gdy p = 0, przyjmujemy W;(s) = pmax/s oraz A(s) = A € [—1, 1]. Dla
p # 0, zachowujac te statyczna posta¢ funkcji A(s), mamy ponadto

Tpp . p — Pmi
VVZ(S): Siﬁ7 gdZIe T'p:prnjdxfprnln.
min max

Zauwazmy, ze w obu wyrdznionych przypadkach zachodzi

— Pmin 1
M/Z(S) — pmax 2 pmm . S_ﬁ.

Zadanie 4.3.4 Rozwazmy zbiér modeli

1
1+ Tys

Gp(s) GO(S)’ Tpmin S Tp S T

max

gdzie Go(s) jest znanym czynnikiem transmitancji operatorowej danego o-
biektu dynamicznego, za$ parametr T, pozwala na uwzglednienie w opisie
tego obiektu niepewnosci co do wartosci wyrdznionej stalej czasowej. W
ogblnym przypadku niepewnosé¢ modelu dotyczy zatem takze jego stabilnosci.

Wyznacz standardows ilorazowa (odwrotna multiplikatywna) reprezen-
tacje powyzszego zbioru niepewnych modeli, przyjmujac Gp(s) zgodnie ze
wzorem (4.46).

OdpowiedZz Model nominalny ma postaé

~ 1 s T Tmin +Tmax
Gp(s) = T Tos -Go(s), gdzie T, = %.
p

Gdy T, = 0, przyjmujemy W;(s) =T}, s oraz A(s) = A € [-1, 1]. Dla

T, # 0 oraz funkcji A(s) o takiej samej statycznej postaci, mamy

T, Tys T,

) -T
gdzie rp, = P

Pmin

Wi(s) = T

- 'R b}
1 + Tps Pmin max

Ponadto, dla dowolnego T}, zachodzi

T ax _Tmin $
M/Z(S) — Pma; p . _ .
2 14+ Tys
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Warto poréwnaé¢ widmowe wlasnosci funkeji Wi(s) wyznaczonych w ni-
niejszym zadaniu oraz zadaniu 4.4.3. Zachecamy takze Czytelnika do wyko-
nania obliczen i wyciggniecia analogicznych wnioskéw dla zbioru modeli
(1 4+ T,s) - Go(s) rozwazanych w przyktadzie 4.3.8 oraz dla odpowiednich
modeli (s — z) - Go(s) z zerem o niepewnej wartosci z.

Zadanie 4.3.5 Dany jest wejsciowo-wyjsciowy model z niepewnym wzmoc-
nieniem: Gp(s) = k- Go(s), gdzie kmin < k < kmax jest liczba rzeczywista,
za$ Go(s) oznacza znang transmitancje operatorowa.

Zaktadajac, ze kmin + kmax 7 0, wyznacz standardows multiplikatywna,
oraz odwrotnag multiplikatywng reprezentacje powyzszego modelu.

Odpowiedz Ktadac

];‘ kmin + kmax ]; 2 kminkmax kmax - kmin
= Q= =s4———— Oraz rp=-—"-—"""
2 kmin + kmax kmin + kmax

a ponadto przyjmujac, ze A € R, |A| < 1, otrzymujemy nastepujace modele,
w ktorych uwzglednia sie rozwazany typ parametrycznej niepewnosci:

Gp(s) = kGo(s) - (1 + A -ry)

oraz ~
kGo(S)
Col8) = T Ay
CTE
 Zauwazmy, ze w praktycznie istotnym przypadku — to znaczy wtedy, gdy
k # k — modele nominalne kGy(s) oraz kGo(s), zwigzane z powyzszymi
reprezentacjami niepewnosci, r6znia sie.

Zadanie 4.3.6 Zalozmy, ze warto$¢ wybranego dowolnego parametru o
operatorowej transmitancji danego obiektu dynamicznego zmienia sie w prze-
dziale @ € [(min, Omax), gdzie amin < Qmax (zob. przyktad 4.3.3 oraz zadania
4.8.3-4.8.1).
Korzystajac z nastepujaco zdefiniowanych pomocniczych zmiennych:
Omin + & « — Qi
@ — min max oraz Ta — max m1n7 amln + amax # 0
2 Otmin + Qmin

sformutuj wystarczajace warunki, przy ktorych taki przedziatowy model
niepewnoéci dopuszcza zmiane znaku parametru o.
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Odpowiedz Warunki wystarczajace (lecz nie konieczne!) to: @ = 0
Iub 7o > 1.

Zadanie 4.3.7 Dany zbioér modeli

1

= Trast 52 Amin < @ < Amax-

Gp(s)

Ktadac a = a+ A, - A, gdzie @ = (Gmin + Gmax)/2, Ag = (Gmax — Gmin) /2

oraz —1 < A < 1, wyznacz odpowiednig standardows zmodyfikowang ilo-
razowg reprezentacje tego zbioru niepewnych modeli.

Odpowiedz Standardowa zmodyfikowana ilorazowa reprezentacja ma
postac (por. wzor (4.46))

_ ép(s)
Cols) = TR TG (5) - Wils)

w ktorej Gp(s) oznacza model nominalny, zag W;(s) jest funkcja wazaca,
przy czym

~ 1

Gp(S) = m, oraz WZ(S) = AQS.



