PRZYKLAD 1
LINIE PIERWIASTKOWE

e Transmitancja otwartego ukladu sterowa-
nia z rys. 1 dana jest wzorem
- N(s) 1

k-Gols) = kD(s) B k.3(2 + 5)3’ k2

czlon statyczny czlon dynamiczny

c(t)

r(t) ~
k |——Gyls)

Rysunek 1: Podstawowy schemat strukturalny uktadu sterowania.

e Wyznacz przebieg linii pierwiastkowych
uktadu zamknietego.

e Przy jakiej wartosci wmocnienia k uktad
ten osigga 'granice stabilnosci’?

e Dla jakiego wzmocnienia k transmitancja
ukladu zamknietego charakteryzuje sie
podwo6jnym biegunem s = —0.57



e Transmitancja uktadu otwartego nie po-
siadajac skonczonych zer (m = 0) ma
cztery (n = 4) bieguny: p; = 0 oraz
P2 =p3=py = —2.

e Linie pierwiastkowe daza zatem ku czte-
rem asymptotom o katach +45°1 +135°.

e Poczatkowy punkt owych asymptot
0o = (3-(—=2)—0)/4=—1.5.

e Ten fragment linii pierwiastkowych, w
ktorym przebiegaja one wzdtuz osi rzeczy-
wistej, zajmuje odcinek [-2, 1|. Mozemy
oczekiwa¢ dwoch punktéw odejscia linii
pierwiastkowych od tej osi.

e Punkty odejécia wyznaczamy, rozwigzu-
jac rownanie

N(s)D'(s) — N'(s)D(s) =0
pIzy Czym:

N(s)=1 oraz D(s)=s(2+ s)°.



e Rozwazane réwnanie ma postac
(24 5)*(1 +2s) = 0.
Stad otrzymujemy punkty odejscia:

Sd

= —0.5 oraz sy4, = —2.

Jak tatwo zauwazy¢ (por. rys. 2)

Sdy — P2,34-

ijlms

Rysunek 2: Przyktad 1: linie pierwiastkowe.



o Krytyczna warto$é wzmocnienia k, przy
ktorej uktad zamkniety znajduje sie na
’granicy stabilno$ci’, wyznaczymy na
podstawie rownania charakterystycznego
tego uktadu:

k45(2+5)% = k+85+125°+65° 45" = 0.

e Analizujac pierwsza kolumne stosowne;j
tablicy Routha skojarzonej z tym réw-
naniem

st 1 12 k
s3 §) 8

2| 10.6667  k
s'18 — 0.5625k

sV k

stwierdzamy, iz uklad zamkniety jest sta-
bilny przy

0< k < k=14.222.
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e Pulsacje niettumionych drgan w,, dla
krytycznej wartosci k = 14.222 oblicza-
my w oparciu o pomocnicze rownanie,
uzyskane z badanej tablicy Routha:

ks® +10.10.6667 = 0.

Na tej podstawie, otrzymujemy

wy = 2/V/3rad - 7L,

e Wzmocnienie, przy ktorym transmitan-
cja uktadu zamknietego posiada podwdoj-
ny rzeczywisty biegun

s =8q, = —0.0
obliczamy ze wzoru (warunku amplitu-
dowego)
1

k= — = 1.6875.
Go(s) s=—0.5




PRZYKLAD 2
LINIE PIERWIASTKOWE

e Transmitancja otwartego ukladu sterowa-
nia (rys. 1) dana jest wzorem

E-Cils) = kN(S) _ 0.5+ s

D(s) " s(—1+8)(9+3s+s2)

Jest wiec to uklad niestabilny w stanie
otwartym.

e Wyznaczajac linie pierwiastkowe uktadu
zamknietego, zbadaj mozliwos¢ ustabi-
lizowania tego ukladu poprzez odpo-
wiedni doboér wartosci parametru £ > 0.

e Stosujac rutynowa procedure, stwierdza-
my, ze:

* Mamy cztery bieguny transmitancji u-
kltadu otwartego:

P12 = —15i]259808, P3 = O, Py = 1.



7

* Wystepuje pojedyncze skonczone zero
tej transmitancji: z; = —0.9.

* Mamy trzy asymptoty o katach +60°
oraz 180° z poczatkiem (centroidem)
w punkcie o, = —0.5.

* Linie pierwiastkowe zajmuja na osi rze-
czywistej obszar (—oo, 21| U [p3, p4l,
czyli

(—o0, —0.5] U [0, 1].

* Obraz linii pierwiastkowych sktada sie
7 czterech galezi. Oczekujemy za-
tem: jednego odejscia od osi rzeczy-
wiste] 1 jednego pojawienia sie na tej
OSl.

*x Rownanie N(s)D'(s) — N'(s)D(s) =
0, ktoére przyjmuje teraz postaé

—1.5+25+352+25°+ 5 =0

posiada cztery pierwiastki:

s1 = —1.41167, s53 = —0.5 £ 51.52681
sy = 0.41167.



* Wynika stad, ze:
punkt pojawienia sie s, = s, zas
punkt odejscia s; = sy4.

* Wyznaczmy kat odejscia linii pier-
wiastkowej od bieguna zespolonego ps
(rys. 3).

Res

Rysunek 3: Przyktad 2: linie pierwiastkowe.

Mamy nastepujace katowe przyczynki:
¥y, = 90°



¥, = 180°—arctan(2.598/1.5) = 120°
¥, = 180°—arctan(2.598/2.5) = 133.9°
¥, = 180° — arctan 2.598 = 111.05°.
Zatem kat odejScia linii pierwiastkowe;j
od bieguna py = —1.5+752.59808 wynosi
Vp, = 0, =0, —0p,—0,,+180° = —52.85°.

* Rownanie charakterystyczne uktadu zam-
knietego
0.5k + (k — 9)s +65° +25° + 5" = 0.

* Przedzial wartosci k stabilizujacych
ten uklad

k € (11.35425,16.64575)

wynika ze stosownej tablicy Routha

s 1 6 0.5k
3 2 k—9
s?|—0.5k +10.5 0.5k
8| 94.5—14k+0.5k>

—10.5+0.5k%
sV 0.5k.
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* 7 tablicy tej otrzymujemy takze po-
mocniczy wielomian

P(s) = 0.5k + (—0.5k + 10.5)s”

na podstawie ktorego tatwo obliczymy
punkty przeciecia linii pierwiastkowych
7 0sig urojong plaszczyzny zespolone]

(uktad zamkniety jest wtedy na ’gra-
nicy stabilnosci’):

k = 11.35425 = 451.08495

k = 16.64575 = 451.95522.

* Transmitancja uktadu zamknietego ma
podwojne rzeczywiste bieguny s =
S, Oraz S = Sy przy wzmocnieniu k
rownym, odpowiednio:

1
k, = —= = 25.2359
Gols)] .,
1
ki = — = 2.7641.
GO(S)|S:5d
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PRZYKLAD 3
LINIE PIERWIASTKOWE:

Przypadek niestandardowy

e Rozwazmy uklad sterowania pokazany
na rys. 4.

r(t) 3+8 5 c(t)

'_T MTrs | " s(1+29) ‘
1+ktS

Rysunek 4: Przyktad 3: linie pierwiastkowe.

W uktadzie tym zastosowano:

— polozeniowe jednostkowe sprzezenie
zwrotne,

— predkoS$ciowe sprzezenie zwrotne o
dobieranej wartosci,

— szeregowa korekcje w gtéwnym torze
sterowania.
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e W oparciu o metode linii pierwiastkowych
wyznacz potozenie pierwiastkow réwna-
nia charakterystycznego tego uktadu

W(s) = 15+(6+15k;)s+(3+5k;)s*+2s° = 0.

w zaleznosci od wspolczynnika sprze-
zenia predkosciowego k; > 0.

e Dla jakich wartosci tego wspotczynnika
skokowa odpowiedz rozwazanego uktadu
charakteryzuje sie czasem ustalania

T35% S 3 S?

e Przepiszmy réwnanie charakterystyczne
w postaci afinicznej ze wzgledu na k;

(15465 + 35" +25°) + k- 5s(3+s) = 0.

e Metode linii pierwiastkowych nalezy prze-
to stosowaé do nastepujacej pomocni-
czej transmitancji

N(s) 5s(3 + s)

ki-Go(s) = k- = k- .
+Gols) "“D(s) 15+ 65+ 352+ 25
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e Transmitancja Go(s) posiada trzy bieguny
p1 = —1.94283, poy = 0.22142-71.95226
a takze dwa skonczone zera

Z1=—3 oraz 2z =0.

e Obszar, w ktéorym linie pierwiastkowe
leza na rzeczywistej osi ptaszczyzny ze-
spolonej ma posta¢ sumy

[—o00, —3] U [—1.94283, 0].

e W obrazie linii pierwiastkowych, sktada-
jacym sie z trzech gatezi, dwie z tych
gatezi daza ku zerom 21 1 29, trzecia zas
gataz dazy wzdtuz osi odcietych do —oo.

e Punkty pojawienia sie linii pierwiast-
kowych na osi odcietych wyznaczamy z
rownania N(s)D'(s) — N'(s)D(s) = 0,
ktore przyjmuje tu postac

—45 — 30s + 3s% + 12s% + 25* = 0.
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Sposrod pierwiastkow tego réwnania
s1 = —5.2410, s93 = —1.22355470.92676
Sq = 1.7881

to s1 jest poszukiwanym punktem po-
jawlenia sie, s, = s1. Zachodzi bowiem

s1 € [—oo, —3] U [—1.94283, 0]
e Kat odejscia
V4, = 162.69°

od zespolonego bieguna p3 = 0.22142 +
71.95226 wnika ze wzoru

Uiy =V + U, — Uy — Uy, + 180°
w ktorym wystepuja katowe przyczynki:

9., = arctan(1.952/3.221) = 31.21°

¥,, = arctan(1.952/0.221) = 83.53°
¥, = arctan(1.952/2.164) = 42.05°

Ooraz

9, = 90°.
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e Wartosci wspotczynnika k;, przy ktoérych
zamkniety uktad zachowuje stabilnosé,
wyznaczy¢ mozna na podstawie analizy
stosownej tablicy Routha. Mamy:

ky > k; = 0.14031.

Krytycznej wartosci k; odpowiada para
urojonych biegunéw £72.01304 transmi-
tancji uktadu zamknictego.

4

Rysunek 5: Przyktad 3: linie pierwiastkowe.
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e Zalozmy, ze czas ustalania 15y odpo-
wiedzi skokowej uktadu zamknietego os-
zacowaé mozna na podstawie uproszczo-
nej formuty

Tesy, = —3/00

w ktore] oy < 0 jest czeScia rzeczy-
wistg tego pierwiastka rownania charak-
terystycznego rozwazanego uktadu, kto-
ry lezy najblizej osi urojonej (mod sko-
jarzony z takim pierwiastkiem jest mo-
dem najwolniejszym).

e Dla 159, = 3s otrzymujemy przeto
oy = —1.

Dokonajmy w wielomianie charakterysty-
cznym Wy (s) podstawienia (afinicznej
transformacji zmiennych)

p=s—og=s+1.
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e Uzyskujemy w ten sposob wielomian po-
mocnicze] zmiennej p

Wp(p> — WS<S>|s:p—1
(—3 + 5k )p* + 25°.

e Stosujac do wielomianu W,(p) standar-
dowe kryterium stabilno$ci Routha, o-
trzymujemy zbior wymagan na parametr
k:, przy ktorych wszystkie zera tego wie-
lomianu posiadaja ujemne czesci rzeczy-
wiste:

k> 0.6, k<1
oraz
(6 4+ 5ky)(—3 + bky) > 2(10 — 10ky)

0

(ky — 0.71774) (ky + 2.11774) > 0.
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e Na te] podstawie wnioskujemy, iz dla

ke € (0.71774,1)

wszystkie pierwiastki réwnania charak-
terystycznego Wi(s) = 0 maja czesci
rzeczywiste mniejsze niz og = —1.

e Symulacja w niezawodnym MATLABiIe
pokazuje, ze dla przyktadowo wybrane]
wartoscl sprzezenia predkosciowego

]Ct — 09

otrzymujemy procesy przejsciowe o za-
dowalajacej szybkosci

Tis = 2.31s.

piotrJsuchomski



