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PRZYK�AD 1
LINIE PIERWIASTKOWE

• Transmitancja otwartego ukªadu sterowa-
nia z rys. 1 dana jest wzorem

k·G̃0(s) = k·N(s)

D(s)
= k· 1

s(2 + s)3
, k ≥ 0.

Rysunek 1: Podstawowy schemat strukturalny ukªadu sterowania.

•Wyznacz przebieg linii pierwiastkowych
ukªadu zamkni¦tego.

• Przy jakiej warto±ci wmocnienia k ukªad
ten osi¡ga 'granic¦ stabilno±ci'?

• Dla jakiego wzmocnienia k transmitancja
ukªadu zamkni¦tego charakteryzuje si¦
podwójnym biegunem s = −0.5?
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• Transmitancja ukªadu otwartego nie po-
siadaj¡c sko«czonych zer (m = 0) ma
cztery (n = 4) bieguny: p1 = 0 oraz
p2 = p3 = p4 = −2.

• Linie pierwiastkowe d¡»¡ zatem ku czte-
rem asymptotom o k¡tach±45◦ i±135◦.

• Pocz¡tkowy punkt owych asymptot

σα = (3 · (−2)− 0)/4 = −1.5.

• Ten fragment linii pierwiastkowych, w
którym przebiegaj¡ one wzdªu» osi rzeczy-
wistej, zajmuje odcinek [-2, 1]. Mo»emy
oczekiwa¢ dwóch punktów odej±cia linii
pierwiastkowych od tej osi.

• Punkty odej±cia wyznaczamy, rozwi¡zu-
j¡c równanie

N(s)D′(s)−N ′(s)D(s) = 0

przy czym:

N(s) = 1 oraz D(s) = s(2 + s)3.
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• Rozwa»ane równanie ma posta¢

(2 + s)2(1 + 2s) = 0.

St¡d otrzymujemy punkty odej±cia:

sd1 = −0.5 oraz sd2 = −2.

Jak ªatwo zauwa»y¢ (por. rys. 2)

sd2 = p2,3,4.

Rysunek 2: Przykªad 1: linie pierwiastkowe.
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• Krytyczn¡ warto±¢ wzmocnienia k̄, przy
której ukªad zamkni¦ty znajduje si¦ na
'granicy stabilno±ci', wyznaczymy na
podstawie równania charakterystycznego
tego ukªadu:

k+s(2+s)3 = k+8s+12s2+6s3+s4 = 0.

• Analizuj¡c pierwsz¡ kolumn¦ stosownej
tablicy Routha skojarzonej z tym rów-
naniem

s4 1 12 k
s3 6 8
s2 10.6667 k
s1 8− 0.5625k
s0 k

stwierdzamy, i» ukªad zamkni¦ty jest sta-
bilny przy

0 < k < k̄ = 14.222.
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• Pulsacj¦ nietªumionych drga« ωn dla
krytycznej warto±ci k̄ = 14.222 oblicza-
my w oparciu o pomocnicze równanie,
uzyskane z badanej tablicy Routha:

k̄s2 + 10.10.6667 = 0.

Na tej podstawie, otrzymujemy

ωn = 2/
√

3rad · s−1.

•Wzmocnienie, przy którym transmitan-
cja ukªadu zamkni¦tego posiada podwój-
ny rzeczywisty biegun

s = sd1 = −0.5

obliczamy ze wzoru (warunku amplitu-
dowego)

k =
1

G̃0(s)

∣∣∣∣
s=−0.5

= 1.6875.
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PRZYK�AD 2

LINIE PIERWIASTKOWE

• Transmitancja otwartego ukªadu sterowa-
nia (rys. 1) dana jest wzorem

k·G̃0(s) = k·N(s)

D(s)
= k· 0.5 + s

s(−1 + s)(9 + 3s + s2)
.

Jest wi¦c to ukªad niestabilny w stanie
otwartym.

•Wyznaczaj¡c linie pierwiastkowe ukªadu
zamkni¦tego, zbadaj mo»liwo±¢ ustabi-
lizowania tego ukªadu poprzez odpo-
wiedni dobór warto±ci parametru k ≥ 0.

• Stosuj¡c rutynow¡ procedur¦, stwierdza-
my, »e:
? Mamy cztery bieguny transmitancji u-

kªadu otwartego:
p1,2 = −1.5±j2.59808, p3 = 0, p4 = 1.
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? Wyst¦puje pojedyncze sko«czone zero
tej transmitancji: z1 = −0.5.

? Mamy trzy asymptoty o k¡tach ±60◦

oraz 180◦ z pocz¡tkiem (centroidem)
w punkcie σa = −0.5.

? Linie pierwiastkowe zajmuj¡ na osi rze-
czywistej obszar (−∞, z1] ∪ [p3, p4],
czyli

(−∞,−0.5] ∪ [0, 1].

? Obraz linii pierwiastkowych skªada si¦
z czterech gaª¦zi. Oczekujemy za-
tem: jednego odej±cia od osi rzeczy-
wistej i jednego pojawienia si¦ na tej
osi.

? Równanie N(s)D′(s) − N ′(s)D(s) =
0, które przyjmuje teraz posta¢
−1.5 + 2s + 3s2 + 2s3 + s4 = 0

posiada cztery pierwiastki:
s1 = −1.41167, s2,3 = −0.5± j1.52681

s4 = 0.41167.
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? Wynika st¡d, »e:
punkt pojawienia si¦ sa = s1, za±
punkt odej±cia sd = s4.

? Wyznaczmy k¡t odej±cia linii pier-
wiastkowej od bieguna zespolonego p2

(rys. 3).

Rysunek 3: Przykªad 2: linie pierwiastkowe.

Mamy nast¦puj¡ce k¡towe przyczynki:
ϑp1 = 90◦
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ϑp3 = 180◦−arctan(2.598/1.5) = 120◦

ϑp4 = 180◦−arctan(2.598/2.5) = 133.9◦

ϑz1 = 180◦ − arctan 2.598 = 111.05◦.
Zatem k¡t odej±cia linii pierwiastkowej
od bieguna p2 = −1.5+j2.59808 wynosi
ϑp2 = ϑz1−ϑp1−ϑp3−ϑp4+180◦ = −52.85◦.

? Równanie charakterystyczne ukªadu zam-
kni¦tego
0.5k + (k− 9)s + 6s2 + 2s3 + s4 = 0.

? Przedziaª warto±ci k stabilizuj¡cych
ten ukªad

k ∈ (11.35425, 16.64575)

wynika ze stosownej tablicy Routha
s4 1 6 0.5k
s3 2 k − 9
s2 −0.5k + 10.5 0.5k

s1 94.5−14k+0.5k2

−10.5+0.5k

s0 0.5k.
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? Z tablicy tej otrzymujemy tak»e po-
mocniczy wielomian

P (s) = 0.5k + (−0.5k + 10.5)s2

na podstawie którego ªatwo obliczymy
punkty przeci¦cia linii pierwiastkowych
z osi¡ urojon¡ pªaszczyzny zespolonej
(ukªad zamkni¦ty jest wtedy na 'gra-
nicy stabilno±ci'):

k = 11.35425 ⇒ ±j1.08495

k = 16.64575 ⇒ ±j1.95522.
? Transmitancja ukªadu zamkni¦tego ma

podwójne rzeczywiste bieguny s =
sa oraz s = sd przy wzmocnieniu k
równym, odpowiednio:

ka =
1

G̃0(s)
∣∣
s=sa

= 25.2359

kd =
1

G̃0(s)
∣∣
s=sd

= 2.7641.



11

PRZYK�AD 3
LINIE PIERWIASTKOWE:
Przypadek niestandardowy

• Rozwa»my ukªad sterowania pokazany
na rys. 4.

Rysunek 4: Przykªad 3: linie pierwiastkowe.

W ukªadzie tym zastosowano:
� poªo»eniowe jednostkowe sprz¦»enie

zwrotne,
� pr¦dko±ciowe sprz¦»enie zwrotne o

dobieranej warto±ci,
� szeregow¡ korekcj¦ w gªównym torze

sterowania.
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•Woparciu o metod¦ linii pierwiastkowych
wyznacz poªo»enie pierwiastków równa-
nia charakterystycznego tego ukªadu
Ws(s) = 15+(6+15kt)s+(3+5kt)s

2+2s3 = 0.

w zale»no±ci od wspóªczynnika sprz¦-
»enia pr¦dko±ciowego kt ≥ 0.

• Dla jakich warto±ci tego wspóªczynnika
skokowa odpowied¹ rozwa»anego ukªadu
charakteryzuje si¦ czasem ustalania

Ts5% ≤ 3 s?

• Przepiszmy równanie charakterystyczne
w postaci a�nicznej ze wzgl¦du na kt

(15+6s+3s2 +2s3)+kt · 5s(3+ s) = 0.

• Metod¦ linii pierwiastkowych nale»y prze-
to stosowa¢ do nast¦puj¡cej pomocni-
czej transmitancji

kt·G̃0(s) = kt·N(s)

D(s)
= kt· 5s(3 + s)

15 + 6s + 3s2 + 2s3
.
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• Transmitancja G̃0(s) posiada trzy bieguny
p1 = −1.94283, p2,3 = 0.22142±j1.95226

a tak»e dwa sko«czone zera
z1 = −3 oraz z2 = 0.

• Obszar, w którym linie pierwiastkowe
le»¡ na rzeczywistej osi pªaszczyzny ze-
spolonej ma posta¢ sumy

[−∞, −3] ∪ [−1.94283, 0].

•W obrazie linii pierwiastkowych, skªada-
j¡cym si¦ z trzech gaª¦zi, dwie z tych
gaª¦zi d¡»¡ ku zerom z1 i z2, trzecia za±
gaª¡¹ d¡»y wzdªu» osi odci¦tych do−∞.

• Punkty pojawienia si¦ linii pierwiast-
kowych na osi odci¦tych wyznaczamy z
równania N(s)D′(s) − N ′(s)D(s) = 0,
które przyjmuje tu posta¢

−45− 30s + 3s2 + 12s3 + 2s4 = 0.
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Spo±ród pierwiastków tego równania:

s1 = −5.3410, s2,3 = −1.22355±j0.92676

s4 = 1.7881

to s1 jest poszukiwanym punktem po-
jawienia si¦, sa = s1. Zachodzi bowiem

s1 ∈ [−∞, −3] ∪ [−1.94283, 0]

• K¡t odej±cia
ϑd3 = 162.69◦

od zespolonego bieguna p3 = 0.22142 +
j1.95226 wnika ze wzoru

ϑd3 = ϑz1 + ϑz2 − ϑp1 − ϑp2 + 180◦

w którym wyst¦puj¡ k¡towe przyczynki:

ϑz1 = arctan(1.952/3.221) = 31.21◦

ϑz2 = arctan(1.952/0.221) = 83.53◦

ϑp1 = arctan(1.952/2.164) = 42.05◦

oraz
ϑp2 = 90◦.
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•Warto±ci wspóªczynnika kt, przy których
zamkni¦ty ukªad zachowuje stabilno±¢,
wyznaczy¢ mo»na na podstawie analizy
stosownej tablicy Routha. Mamy:

kt > k̄t = 0.14031.

Krytycznej warto±ci k̄t odpowiada para
urojonych biegunów±j2.01304 transmi-
tancji ukªadu zamkni¦tego.

Rysunek 5: Przykªad 3: linie pierwiastkowe.
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• Zaªó»my, »e czas ustalania Ts5% odpo-
wiedzi skokowej ukªadu zamkni¦tego os-
zacowa¢ mo»na na podstawie uproszczo-
nej formuªy

Ts5% ≈ −3/σ0

w której σ0 < 0 jest cz¦±ci¡ rzeczy-
wist¡ tego pierwiastka równania charak-
terystycznego rozwa»anego ukªadu, któ-
ry le»y najbli»ej osi urojonej (mod sko-
jarzony z takim pierwiastkiem jest mo-
dem najwolniejszym).

• Dla Ts5% = 3 s otrzymujemy przeto

σ0 = −1.

Dokonajmy w wielomianie charakterysty-
cznym Ws (s) podstawienia (a�nicznej
transformacji zmiennych)

p = s− σ0 = s + 1.
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• Uzyskujemy w ten sposób wielomian po-
mocniczej zmiennej p

Wp(p) = Ws(s)|s=p−1

= 10− 10kt + (6 + 5kt)p +

(−3 + 5kt)p
2 + 2s3.

• Stosuj¡c do wielomianu Wp(p) standar-
dowe kryterium stabilno±ci Routha, o-
trzymujemy zbiór wymaga« na parametr
kt, przy których wszystkie zera tego wie-
lomianu posiadaj¡ ujemne cz¦±ci rzeczy-
wiste:

kt > 0.6, kt < 1

oraz

(6 + 5kt)(−3 + 5kt) > 2(10− 10kt)

m
(kt − 0.71774)(kt + 2.11774) > 0.
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• Na tej podstawie wnioskujemy, i» dla

kt ∈ (0.71774, 1)

wszystkie pierwiastki równania charak-
terystycznego Ws(s) = 0 maj¡ cz¦±ci
rzeczywiste mniejsze ni» σ0 = −1.

• Symulacja w niezawodnym MATLABie
pokazuje, »e dla przykªadowo wybranej
warto±ci sprz¦»enia pr¦dko±ciowego

kt = 0.9

otrzymujemy procesy przej±ciowe o za-
dowalaj¡cej szybko±ci

Ts5% = 2.31 s.

piotrJsuchomski


