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Modelowanie ukladéw dynamicznych
PRZYKLAD 1 - Zbiornik

e Na rys. 1 pokazany jest schemat zbiornika przeplywo-

wego.
q1(t)
I A N
h(t) p(t)

Rysunek 1: Schemat zbiornika przeptywowego.

e Zaklada sie, iz:
— do zbiornika wplywa i wypltywa zen niescisliwa ciecz,
— przekroj poprzeczny zbiornika ma powierzchnie S,
— §ciany zbiornika sa sztywne.

e Wyznacz zaleznos¢ pomiedzy
ci$nieniem p(¢) a natezeniami objetosciowych prze-
plywow - wejsciowego ¢ (t) oraz wyjsciowego qo(t).

Rozwigzanie

e 7 warunku cigglosci rozwazanych strumieni wynika, ze

(1)~ auft) = 5 - 0 )

h(t) —poziom cieczy w zbiorniku.
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e Cisnienie p(t) zwigzane jest z poziomem cieczy nastepujaca
zaleznoscia

p(t) = pgh(t) (2)
gdzie p oznacza gestosS¢ cieczy, zas ¢ jest przyspieszeniem
ziemskim.

e Wynika stad, ze
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cO oznacza, 17

e Rozwazany zbiornik mozna traktowac jako element cal-
kujacy.

o Wielkos¢ C' = % to pojemnosé hydrauliczna.



PRZYKLAD 2 (Wymiana ciepla)

e Rozpatrzmy prosty zlinearyzowany model proceséw
wymiany ciepla, (opis przyblizony - state skupione).

e Zalozmy zatem (rys. 2),
iz W komorze termicznej znajduje sie Zrodto strumienia ener-
gii cieplnej o wartosci q(t).

e Niech
Ti(t) — temperatura panujgca w komorze,
T5(t) — temperatura Scian komory,
T5(t) — temperatura otoczenia.

T
2
qia 9,

Rysunek 2: Schematyczne przedstawienie komory termicznej

e Strumien energii cieplnej przeptywajacej miedzy wnetrzem
komory a jej Scianami:

Ti(t) — To(t)

@ (1) = 3 (5)

gdzie przez R; oznaczono odpowiednia rezystancje cieplna.




e Bilans energetyczny dla wnetrza komory ma postac
rownosci:

A0 _ - BT

gdzie C oznacza pojemno$é cieplng komory.

(6)

e Model procesu wymiany ciepla miedzy Scianami ko-
mory a otoczeniem:

Ty(t) — T5(t)

wlt) = = 7

dTy(t) _ Ti(t) —To(t)  Ta(t) — T(t) (8)
dt I Fz

Cy

gdzie
Ry oznacza odpowiednia rezystancje cieplna,
(s jest pojemnoscia cieplng Scian komory.

e Zaktadajac stale warto$ci parametréw R; i Ry oraz
C1 1 Oy, wyznacz transmitancje operatorowe, opisujace:

wplyw wielkosci dostarczanego strumienia energii cieplne;
oraz wplyw temperatury otoczenia na temperature w ko-
morze.

Rozwigzanie

e 7 bilansu energetycznego dla wnetrza komory wynika
nastepujaca operatorowa relacja:

Ry 1

T(s) = — 4+ .
1(8) 1+ RiCys
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za$ z bilansu energetycznego dla $cian komory otrzymu-
Jemy

Ty(s) = .
28) = TR T Bt RaCos

Ry | Ro o
1+R1/R2+R1C28

_|_

e Na tej podstawie uzyskujemy poszukiwana zaleznosé
T1(s) = Gy(s) - Q(s) + Gry(s) - Ts(s) (11)

przy czym transmitancje G,(s) oraz Gr,(s) zdefiniowane sa
w sposOb nastepujacy:

a (8) _ Tl(S) _ Ry + Ry + R{RyCss
¢ Q(S) 1 + (RlCl + RQCl + RQCQ)S + R101R20282
(12)
T 1
GT?,(S) - 1(8) -

- Tg(S) 1 + (R101 + RyCh + RQOQ)S + RlclRQCQSQ'
(13)



PRZYKLAD 3
(MODEL UZYSKANY BEZPOSREDNIO Z ROWNAN
ROZNICZKOWYCH)

e Dany jest uktad dynamiczny jak na rys. 3, ztozony z:
— liniowego obwodu elektrycznego,
— 7rodla napiecia zasilajacego u(t)
— amperomierza mierzacego prad wyjsciowy i(t) = y(t).

e Nalezy podac¢ model w przestrzeni stanu tego uktadu .

(1) L R i ()
—

u(t) uft) =C ()
\ TT \

Rysunek 3: Schemat uktadu dynamicznego.

Rozwigzanie

e Zachowanie sie rozwazanego uktadu, dla dowolnej chwili
czasu t, determinuja trzy wielkosci:

ir(t) — prad plynacy przez cewke,

uc(t) — napiecie na kondensatorze,

u(t) — napiecie wejsciowe.

e Dwie pierwsze z wymienionych wielkosci podsumowuja
cala przeszto$é ukltadu, sy wiec para zmiennych stanu
tego uktadu:



e 7 rownan Kirchoffa

dir(t)

u(t) =L 7 + uc(t) (15)

in(t) = cdust(t) + “(jét) (16)
otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan stanu:

dust(t) _ iLét) B u;(cf) (15)

e Natomiast odpowiednie rownanie wyjscia ma postac:

o) = in(t) = "9 (19

e W notacji wektorowo-macierzowej rownania te mozna
przepisa¢ nastepujaco

x(t) = Ax(t) + bu(t) (20)
_[o —yL 7 L]
= [ —ijincy |0+ [ "o
y(t) =c'x(t) =[0 1/R |x(t). (21)

o Wskazowka:

liczba zmiennych stanu odpowiada liczbie niezaleznych wa-
runkoéw poczatkowych, niezbednych do rozwigzania danego
rownania rozniczkowego (uktadu rownan).



PRZYKLAD 4
(MODEL UZYSKANY BEZPOSREDNIO ZE SCHEMATU
STRUKTURALNEGO - FAZOWE ZMIENNE STANU)

o Model uktadu sterowania silnikiem produ statego pokazano
na rys. 4.

A

|
|
8r(t) e(t) | 3 RE
|
|

sprzezenie predkosciowe

sprzezenie poloZzeniowe

Rysunek 4: Strukturalny schemat ukladu sterowania silnikiem.

A) Wyznacz model w przestrzeni stanu obciazonego
silnika (ukltad otwarty), przyjmujac fazowe zmienne stanu:

gdzie:

Uc(t) — polozenie katowe,
Ue(t) — predkosé katowa,
U.(t) — przyspieszenie katowe watu silnika.



e Nalezy zaltozyc:
— sygnal sterujacy u(t) jako wejscie ,
— polozenie katowe 9J.(t) jako wyjscie y(t).

B) Nastepnie dla tych samych fazowych wspoélrzed-
nych stanu nalezy okresli¢ stanowy model zamknietego
uktadu sterowania, w ktérym w torze gléwnym mamy
wzmacniacz mocy o wzmocnieniu statycznym k, zas w
torze predkosSciowego sprzezenia umieszczono tacho-
pradnice o nachyleniu charakterystyki statycznej rownym
k.

e Jako wejscie w odpowiednim modelu nalezy przyjac¢ syg-
nal ¥, (t), okreslajacy zadane polozenie waltu silnika (u-
ktad zamkniety!).

Rozwigzanie

A) Dla fazowych wspolrzednych wektora stanu za-
chodzi:

#1(t) = Dult) = ao(t) (23)

do(t) = Ve(t) = a5(t). (24)
e Transformaty Laplace’a sygnalow u(t) i zo(t) spelniaja

rownanie (por. rys. 4):

3
(1+s)(4+s)

U(s) = Xs(s) (25)
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e Mnozac obustronnie przez mianownik, otrzymujemy
52 X5(s) = —4Xy(s) — 55X3(s) + 3U(s) (26)

co jest rownowazne (wobec konwencji fazowych zmiennych
stanu)

i5(t) = —dws(t) — 5as(t) + Sult). (27)

e Poszukiwany model w przestrzeni fazowych zmiennych
stanu ma zatem postac:

e Podkreslamy, iz jest to model "samego obcigzonego silnika’.

B) Dla zamknietego ukladu sterowania obowiazuje
wzOr:

u(t) = k(e(t) = kde(t)) = k(0r(t) — 21(t) — Kra(t)) (28)

na podstawie ktorego wnioskujemy, iz
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e Nietrudno przeto, dla tych samych co poprzednio fa-
zowych zmiennych stanu, zapisa¢ stanowy model zam-
knietego uktadu sterowania:

0 1 0 0
x(t) = | 0 0 1 [ x()+ | 0 | 9.t
—3k —(4+3kk,) —5 3k

D:(t) = [1 0 0]x(t).

KOMENTARZ:

warto zwréoci¢ uwage na specyficzng urode macierzy
stanu modeli 7z fazowymi wspotrzednymi: ’jedynki nad
glowna diagonala i tylko ostatni wiersz ma postac szczegdtows,
odwzorowujaca 'konkretne’ cechy danego modelu (macierz
Frobeniusa).
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PRZYKLAD 5
(MODEL UZYSKANY BEZPOSREDNIO ZE SCHEMATU
STRUKTURALNEGO - JAK WYBIERAC ZMIENNE STANU)

e Na rys. b pokazany jest strukturalny schemat pewnego
uktadu regulacji (sterowania) z regulatorem catkujacym
oraz inercyjnym czujnikiem wielko$ci regulowane;j.

r(t) et 1 [ultf o2 c(t)

m(t)|_1

A

Rysunek 5: Strukturalny schemat uktadu sterowania.

e Podaj stanowy model tego uktadu, przyjmujac jako
zmienne stanu wielko$ci dostepne pomiarowo w rze-
czywistym ukladzie sterowania:

c(t) — zmienna sterowana (wyjscie obiektu) |

u(t) — sygnal sterujacy obiektem,

m(t) — sygnal z czujnika wielkosci sterowane;j.

Rozwigzanie

e Dla transformat Laplace’a sygnalow wystepujacych w
rozwazanym schemacie zapisa¢ mozna nastepujace zaleznosci:
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gdzie

E(s) = R(s) — M(s) (31)

oznacza sygnal ré6znicowy, wykorzystywany do wysterowa-
nia regulatora catkujacego (I).

e Warto zauwazy¢, iz sygnal F(s) nie jest uchybem re-
gulacji!

Uchyb regulacji to przeciez R(s) — C(s)!

e W praktyce jednak stosunkowo 'rzadko’ spotyka sie uktady
7z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym!

e Sprawdzmy teraz, czy wektor x(t), zdefiniowany jako

x(t) = [ e(t) u(t) m(t) ] (32)

moze by¢ wektorem stanu.

e Ze wzorow (30) oraz (31) wynikaja rownania

sC(s) = —C(s)+2U(s) (33)
sU(s) = —M(s)+ R(s) (34)
sM(s) = C(s)—5M(s) (35)

bedace operatorowa postacia réwnan stanu - co oz-
nacza, iz rownania te maja formalng postaé uktadu roz-
niczkowych réwnan liniowych pierwszego rzedu z prawa stro-
ng afinicznie (liniowo) zalezng od sygnatu wejsciowego r(t).
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e W konsekwencji otrzymujemy:

-1 2 0 0
x(t)=Ax(t)+br(t)=1| 0 0 =1 [x(t)+ | 1 |r().
1 0 =5 0

(36)
e Przyjmujac, iz zmienna sterowana c(t) jest sygnatem wyj-
Sciowym w rozwazanym modelu w przestrzeni stanu, uzyskuje
sie nastepujace réwnanie wyjscia tego modelu

ct)y=c"x(t)=1[1 0 0]x(). (37)
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PRZYKLAD 5
(MODEL UZYSKANY BEZPOSREDNIO ZE SCHEMATU
STRUKTURALNEGO - JAK WYBIERAC ZMIENNE STANU?)

e Narys. 6 pokazano strukturalny schemat pewnego uktadu
sterowania, w ktéorym stosuje sie: regulator proporcjo-
nalno-catkujacy (PI) oraz pomocnicze tachometryczne
sprzezenie zwrotne.

-_——

|
| |
r(t) e(t) 1 [ut) 1 1 Ic(t)
_4 ] s i 1+4s| | s I
el |
3

Rysunek 6: Strukturalny schemat uktadu sterowania.

Praktyczna wskazoéwka:

jako zmienne stanu dogoduie jest przyjmowa¢ WYJSCIA
czloné6w wymiernych $cisle wlasciwych rzedu pier-
WSZ€ego.

e W oparciu o te maksyme, zbudujemy stosowny model w
przestrzeni stanu tego uktadu.

e Zaktada sie przy tym:
— wejscie w postaci sygnatu wielkosci zadanej r(t) oraz
— wyjScie w postaci wielkosci sterowanej c(t).
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Rozwigzanie

e Niech
21(t) = c(t) (38)

xo(t) = ¢(t). (39)
e Mamy zatem oczywista zaleznosé
Sbl(t) = 5132(t). (40)

e Oznaczmy wyjscie czlonu calkujacego w regulatorze
PI przez u;(t).

e Zgodnie z rys. 6 zapisujemy:

gdzie

U(s) = Ui(s)+ E(s) —3Xs(s) (42)
= Ui(s) + R(s) — X1(s) — 3Xs(s). (43)
e Na tej podstawie wnioskujemy, iz
sXo(s) = —ng(s) + iU(s) (44)
= in(s) — Xo(s) + iUi(S) + iR(s) (45)
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e Jak tatwo spostrzec, pozostaje jeszcze do okreslenia, czemu
rowna sie sU;(s) (czyli w domenie czasowej: ;(t)). Poniewaz
zachodzi

zatem mamy

sU;(s) = = X1(s) — 3Xs(s) + R(s). (47)

e W konsekwencji, uzyskujemy nastepujacy model w prze-
strzeni stanu:

0 1 0 0
X(t) = | —1/4 —1 1/4 | x(t)+ | 1/4 | r(t) (48)
-1 =3 0 1
ct) = [1 0 0]x(¢), (49)

(50)

jest wektorem stanu.
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PRZYKLAD 7
(MODELE W PRZESTRZENI STANU WYPROWADZANE
Z TRANSMITANCJI OPERATOROWYCH)

e Dany jest symulacyjny schemat pewnego obiektu dyna-
micznego drugiego rzedu (rys. 7):

xy(1)

-160 e
y(t)

77 e

Xp(t)

Rysunek 7: Symulacyjny schemat obiektu dynamicznego drugiego rzedu.

e QOkresl model w przestrzeni stanu tego obiektu, przyj-
mujac jako zmienne stanu wyjscia idealnych cztonéw
calkujacych.

e Oblicz operatorowa transmitancje G(s) = Y (s)/U(s)
oraz odpowiedZz impulsowa rozwazanego obiektu.
Rozwigzanie

e Na podstawie rys. 7 zapisujemy réwnania stanu
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#1(t) = 1082y (t) + 7722 (t) — 2u(t) (51)

Fa(t) = —1602; (t) — 11das(t) + Su(t) (52)

oraz réGwnanie wyjscia

y(t) = 13$1<t) + 9$2(t). (53)

e Parametry (A, b, c,d) modelu w przestrzeni stanu maja
zatem wartosc:

108 77 —2 13
A‘[—mo —114]’]0_[ 3 ]’C_lg }’d_o'
(54)

e Operatorows postaé ¢(s) macierzy fundamentalnej
obliczamy nastepujaco:

s—108 =77

(s) = (SI_A)lzl 160 s+114] (55)

114+s 77
. [ (24+s)(4+s)  (2+s)(4+s) ]
- —160 —108+s :
(245s)(44s)  (2+s)(4+s)

e Poszukiwana macierz fundamentalna ®(¢) wynika zatem
z ponizszych przeksztatcen:

() = exp(At)=L"[(sI—A)"] (56)
562 — bhe ™ TTe /2 — TTe /2
—80e 2t + 80e 4  —55e7% 4+ 56e
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e Transmitancje opeartaorows rozwazanego obiektu otrzy-
mujemy ze wzoru

G(s) = c'®(s)b+d (57)
114+ 77
_ (13 91| @) @sars —2
[ } —160 1085 3
(245s)(44+s)  (2+s)(4+s)

3+s
(24 s)(4+s)

e Odpowiedz impulsowa g(t) tego obiektu dana jest wzorem

gt) = cTo(t)b+d (58)
— [13 9] 5672 — 55e U T7e7H /2 —Tre /2 ] [ -2
B —80e 2 + 80e™4  —55¢72 + 56e 3
6—215 e—4t
= — +—, t>0.
y T 7

e Taka sama postac¢ odpowiedzi g(t) uzyskuje sie, korzysta-
jac ze wzoru
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PRZYKLAD 8
(DIAGONALIZACJA MACIERZY STANU - WYZNACZANIE
MACIERZY FUNDAMENTALNEJ)

e Nalezy wyznaczy¢ macierz modalng M diagonalizujaca

A

oraz poda¢ posta¢ macierzy fundamentalnej exp(At).

macierz,

Rozwigzanie

e Watosci wlasne macierzy A uzyskujemy na podstawie
réwnania charakterystycznego

det A\I, —A)=(2+ A4+ X)) =0. (59)
J
spectr A = {1, Ao} ={-2, —4}. (60)
e Wartosci wtasne \; = —2 oraz Ay = —4 macierzy A

mozna 'bezposrednio odczytaé’ z postaci tej macierzy.

e Mamy bowiem do czynienia z macierzg tréjkatna
- elementy diagonalne takich macierzy stanowiq ich widmo.

e Wektory wlasne x;, x» € R?, odpowiadajace poszcze-
gblnym wartosciom wtasnym, uzyskuje sie rozwiazujac row-
nania
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e Tak postepujac, uzyskujemy nastepujace PRZYKZLA-

DOWE rozwiazania:

Jo 0 [ 0 2!
)\1——2. -1 —2_[%%]_[01 = Xl_[l’%

N .-20 x% 10 - x%
)\1— 4 _10:|_$%]_[0] = X2_|:l’%

e Macierz modalna ma zatem postac

M= [ x, XQ}:[“]

11
e Macierz odwrotna dana jest wzorem
=[] 2,0,

yi —1/2 1

e Na tej podstawie otrzymujemy

2
exp(At) = xiy[eM =xyfeM +xoyy e =

o B X P Ca P

0
p—dt

e Sprawdzmy jeszcze, czy macierz modalna M diagonalizuje

macierz A:

TAM = ~1/2 1 o117
M 1/2 0 2 0120 2

0
0 —4 |

|
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KOMENTARZ:

(i) Przy wyznaczaniu modalnej macierzy M przyjmowac
mozna dowolne wektory wlasne zwigzane z wartosciami
wlasnymi diagonalizowanej macierzy A — wynika stad, iz
macierz diagonalizujaca nie jest okreslona w sposéb jed-
noznaczny.

(71) Oczywista przestanka niejednoznacznosci wyboru ma-
cierzy diagonalizujacej jest takze mozliwo$é¢ permutacyi ele-
mentow diagonalnych macierzy A.

(741) Zauwazmy ponadto, ze przyjete zalozenie o jedno-
krotnosci warto$ci wlasnych danej macierzy A, stanow-
iac warunek wystarczajacy jej diagonalizowalnosci, nie
jest wszelako warunkiem koniecznym.

Przedstawiona procedure diagonalizacji mozna bowiem
uogo6lnié na przypadek macierzy diagonalizowanej A o wie-
lokrotnych wartosciach wtasnych.

Diagonalizacja taka jest mozliwa o ile tylko liczba liniowo
niezaleznych wektorow wtasnych zwigzanych z dang wartos-
cig wtasng A € spectrA badanej macierzy (jest to tak
zwana krotno$é geometryczna o(\) wartosci wlasnej
A\) rowna sie arytmetycznej krotnosci tej wartosci wtasnej
(czyli krotnosci odpowiedniego pierwiastka rownania
charakterystycznego).
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PRZYKLAD 9
(DYNAMICZNE MODELE PODOBNE)

e Sprawdz, czy nastepujace dwa modele opisujg ten sam
obiekt dynamiczny (w sensie pewnej relacji podobieri-
stwa):

oraz

Rozwigzanie

e Zalozmy, ze istnieje nieosobliwa macierz

P: [pll pl?] (64)
P21 P22

taka, ze

[0 1], [-28 —73
P [—2 2 P= 10 2%

=LA

(3 2]|P=[7 19]
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e Wzorom tym nada¢ mozna bardziej dogodng postac:

[ 0 1 ] [Pn pu] _ [Pn pu] [—28 —73]
—2 =2 | | pa1 D2 P21 P22 10 26

(65)
o] [3]-0] e
32| e ). o

e Wrzory te dostarczaja o$Smiu liniowych réwnan, z
ktorych nalezy wyznaczy¢ cztery poszukiwane elementy
macierzy podobienstwa P.

e O ile r6wnania te nie sa sprzeczne (zalozenie o istnieniu
macierzy P jest wowczas falszywe), dokona¢ tego mozna,
wyrdzniajac sposrod nich cztery ré6wnania liniowo nieza-
lezne.

e Tak postepujac, ze wzoru (65), uzyskuje si¢ rownania
p21 = —28pn + 10p1o
p22 = —73pu + 26p1o.
e 7 kolei, ze wzoréw (66) oraz (67) wynika, iz
pi2 = 3pn
3pi1 +2pa1 = 7.
e Na tej podstawie wnioskujemy, ze po1 = 2p11 P22 = dp11

oraz p1; = 1, co czyni

P = [ ; 2 } ) PJSuchomski



