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METODY
CZ�STOTLIWO�CIOWE �
KRYTERIUM NYQUISTA

Przykªad 1

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista odpowiadaj¡c¡ trans-
mitancji pewnego ukªadu otwartego

G0(s) =
k0

(−1 + s)(3 + s)(4 + s)
, k0 > 0. (1)

Kªad¡c k0 = 20, zbadaj czy ukªad po zamkni¦ciu p¦tli jed-
nostkowego ujemnego sprz¦»enia zwrotnego b¦dzie ukªadem
stabilnym.

• Argument widmowej transmitancji G0(jω):

arg G0(jω) = −180◦+arctan ω−arctan
(ω

3

)
−arctan

(ω

4

)
.

• Mamy zatem arg G0(jω)|ω=0 = −180◦ oraz arg G0(jω)|ω→∞ =
−270◦. Ponadto, dla ω ∈ O+(0) obowi¡zuje zale»no±¢

arg G0(jω) = −180◦ + arctan ω − arctan

(
7ω

12− ω2

)

= −180◦ + arctan

(
ω(5− ω2)

12 + 6ω2

)

z której wynika, »e arg G0(jω)|ω∈(0,
√

5) > −180◦.
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Rysunek 1: Przykªad 1: charakterystyka Nyquista ukªadu otwartego.

• Aby odpowiedzie¢ na pytanie o stabilno±¢ ukªadu zam-
kni¦tego, nale»y rozwa»y¢ poªo»enie punktów −k0/kmin

oraz −k0/kmax na ujemnej rzeczywistej póªosi pªaszczyz-
ny zespolonej w stosunku do poªo»enia punktu (−1, j0).

• Mo»liwe s¡ trzy przypadki:
� k0 < kmin, któremu odpowiada N = 0 (rys. 2a),
� kmin < k0 < kmax, dla którego N = −1 (rys. 2b),
� k0 > kmax, w którym przyjmujemy N = 1 (rys. 2c),
gdzie

kmin =
1

|G0(jω)|

∣∣∣∣
k0=1,ω=0

= 12

kmax =
1

|G0(jω)|

∣∣∣∣
k0=1,ω=

√
5

= 42

za± N okre±la, ile razy rozwa»ana charakterystyka ob-
chodzi zgodnie z ruchem wskazówek zegara punkt (−1, j0),
gdy ω zmienia si¦ od −∞ do +∞.
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Rysunek 2: Przykªad 1: charakterystyka Nyquista ukªadu otwartego.

• Poniewa» transmitancja ukªadu otwartego (1) ma jeden
biegun w prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej (P = 1),
zatem tylko drugi z powy»szych przypadków (to znaczy,
gdy N = −1) odpowiada stabilnemu ukªadowi zamkni¦-
temu.

• liczba biegunów transmitancji ukªadu zamkni¦tego, le»¡-
cych w prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej wynosi

Z = N + P = −1 + 1 = 0.
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• W pierwszym przypadku (N = 0) transmitancja ukªadu
zamkni¦tego b¦dzie miaªa jeden biegun w prawej póªpªa-
szczy¹nie zespolonej

Z = N + P = 0 + 1 = 1.

• Za± w przypadku trzecim (N = 1) � b¦d¡ dwa takie
bieguny

Z = N + P = 1 + 1 = 2.

• A zatem przy k0 = 20 (czyli dla kmin < k0 < kmax �
co odpowiada drugiemu przypadkowi) rozwa»any ukªad
regulacji b¦dzie ukªadem stabilnym w sensie BIBO. Z
rys. 2 wynika, »e w tym przypadku mo»na mówi¢ o
dwóch zapasach wzmocnienia

M+
g = 20 log

(
kmax

k0

)
= 6.44 dB

oraz

M−
g = 20 log

(
k0

kmin

)
= 4.44 dB.

• Zapas M+
g jest miar¡ odporno±ci stabilno±ci zamkni¦tego

ukªadu regulacji na wzrost warto±ci parametru k0 ukªadu
otwartego. Z kolei, zapas M−

g mówi o odporno±ci stabil-
no±ci ukªadu zamkni¦tego w przypadku spadku warto±ci
tego parametru.
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Przykªad 2

Stosuj¡c kryterium Nyquista, zbadaj stabilno±¢ zamkni¦te-
go ukªadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem
zwrotnym, je»eli wiadomo, »e transmitancja toru gªównego
tego ukªadu ma posta¢

G0(s) =
k(1 + T0s)

(−1 + T1s)(1 + T2s)(1 + T3s)
(2)

przy czym k = 10, T0 = 0.05 s, T1 = 0.1 s, T2 = 0.02 s oraz
T3 = 0.25 s.
• Dla ukªadu otwartego mamy

G0(jω) =
k(1 + jωT0)

(−1 + jωT1)(1 + jωT2)(1 + jωT3)
= U(ω)+jV (ω)

gdzie

U(ω) =
−10− 3.05 · 10−1 · ω2 − 2.5 · 10−4 · ω4

1 + 7.29 · 10−2 · ω2 + 6.54 · 10−4 · ω4 + 2.5 · 10−7 · ω6

(3)
V (ω) =

ω(1.2− 6 · 10−3 · ω2)

1 + 7.29 · 10−2 · ω2 + 6.54 · 10−4 · ω4 + 2.5 · 10−7 · ω6 .

(4)
• Ze wzorów (3) i (4) wynika co nast¦puje:

ω = 0 : U(ω) = −10, V (ω) = 0

0 ≤ ω < ∞ : U(ω) < 0

ω →∞ : U(ω) → 0, V (ω) → 0

ω = ωpc =
√

1.2
0.006 =

√
200 : U(ω) = −1.85185, V (ω) = 0

0 < ω < ωpc : V (ω) > 0

ωpc < ω < ∞ : V (ω) < 0.
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Rysunek 3: Przykªad 2: charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu regu-
lacji.

• Wmy±l podstawowej reguªy zwi¡zanej z kryterium Nyquista
mamy

Z = N + P

gdzie: Z � liczba biegunów zamkni¦tego ukªadu le»¡-
cych w prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej, N � liczba
okr¡»e« punktu kontrolnego (−1, j0) zgodnych z ruchem
wskazówek zegara przy poruszaniu si¦ wzdªu» charak-
terystyki Nyquista dla pulsacji ω zmieniaj¡cej si¦ od
−∞ do +∞, P � liczba biegunów ukªadu otwartego,
nale»¡cych do prawej póªpªaszczyzny zespolonej.

• Ze wzoru (2) wynika, »e jeden biegun transmitancji ba-
danego ukªadu otwartego znajduje si¦ w prawej póªpªa-
szczy¹nie zespolonej (P = 1).
Na podstawie rys. 3 otrzymujemy N = −1. Poniewa»
Z = 0, zatem rozwa»any ukªad zamkni¦ty jest stabilny.
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Przykªad 3
Transmitancja ukªadu otwartego:

G0(s) =
k

s2(3 + s)
, k > 0. (5)

Korzystaj¡c z kryterium Nyquista, okre±l liczb¦ biegunów
transmitancji odpowiedniego ukªadu zamkni¦tego (jednos-
tkowe ujemne sprz¦»enie zwrotne), le»¡cych w prawej póª-
pªaszczy¹nie.

Rysunek 4: Przykªad 3: kontur Cauchy'ego dla ukªadu z biegunem w zerze.

• Transmitancja (5) posiada podwójny biegun dla s = 0.
Kontur Cauchy'ego C, stosowny dla tego przypadku,
przedstawiono na rys. 4, wyró»niaj¡c pi¦¢ fragmentów:

CI ′ : s = ρejϕ, ρ > 0, 0◦ ≤ ϕ ≤ 90◦

CII : s = jω, ρ < ω < ∞ ρ > 0

CIII : s = ±j∞ (6)
CIV : s = jω, −∞ < ω < −ρ, ρ > 0

CI ′′ : s = ρejϕ, ρ > 0, −90◦ ≤ ϕ < 0◦.
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• Odwzorowanie

G0 : C → C, s 7→ G0(s)

przy ρ → 0+, wyznacza charakterystyk¦ Nyquista ukªadu
otwartego (5). Dla s ∈ CI ′ mamy

G0(s)|s∈CI′
=

k

ρ2ej2ϕ(3 + ρejϕ)

a zatem dla dostatecznie maªego promienia ρ > 0:

G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=0◦ ≈ k

3ρ2 > 1

|G0(s)||s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ ≈ k

3ρ2 > 1

arg G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ = −180◦ − arctan
(ρ

3

)
.

• Dla s = ρej90◦, ρ > 0, zachodzi arg G0(s) < −180◦. Na
tej podstawie wnioskujemy, »e charakterystyka Nyquista
ukªadu (5) przechodzi do drugiej ¢wiartki pªaszczyzny
zmiennej zespolonej s.

• Gdy s ∈ CII , wtedy arg G0(s)|s∈CII
= −180◦−arctan(ω/3).

• Dla s ∈ CII zachodzi lims→∞ |G0(s)| = 0.

• Przebieg charakterystyki Nyquista dla

s ∈ CI ′ ∪ CII ∪ CIII

oraz pewnego promienia ρ > 0 pokazano na rys. 5.
Symetryczny fragment tej charakterystyki, odpowiada-
j¡cy s ∈ CIV ∪ CI ′′, zaznaczono lini¡ przerywan¡.
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Rysunek 5: Przykªad 3: charakterystyka Nyquista ukªadu otwartego z pod-
wójnym biegunem w zerze.

• Jak widziemy, liczba okr¡»e« kontrolnego punktu (−1, j0)
zgodnie z ruchem wskazówek zegara wynosi

N = 2.

• Poniewa» badany ukªad otwarty nie posiada biegunów
w otwartej prawej póªpªaszczy¹nie zespolonej

P = 0

(funkcja G0(s) jest funkcj¡ analityczn¡ dla s nale»¡cych
do wn¦trza Int C konturu Cauchy'ego C), zatem liczba
biegunów transmitancji ukªadu zamkni¦tego w otwartej
prawej póªpªaszczy»nie zespolonej wynosi

Z = N + P = 2.
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Przykªad 4

Wykre±l charakterystyk¦ Nyquista transmitancji

G0(s) =
k(2 + s)

s(−1 + s)
, k > 0. (7)

pewnego ukªadu otwartego. Dla jakich k ukªad zamkni¦ty z
jednostkowym ujemnym sprz¦»eniem zwrotnym b¦dzie ukªa-
dem stabilnym?
• Transmitancja (7) ma biegun dla s = 0. Kontur Cau-
chy'ego C dla tego przypadku dany jest wzorem (6) (zob.
rys. 4). Odwzorowanie G0 : C → C, s 7→ G0(s), przy
ρ → 0+, wyznacza przebieg charakterystyki Nyquista
tego ukªadu. Dla s ∈ CI ′ zachodzi

G0(s)|s∈CI′
=

k(2 + ρejϕ)

ρejϕ(−1 + ρejϕ)

a zatem, gdy tylko ρ > 0 jest dostatecznie 'maªe':

G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=0◦ ≈ −2k

ρ
(8)

|G0(s)||s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ ≈ 2k

ρ

arg G0(s)|s=ρejϕ,ρ>0,ϕ=90◦ = −270◦ + arctan
(ρ

2

)
+ arctan ρ.

(9)

• Dla s ∈ CII mamy

arg G0(s)|s∈CII
=




−270◦ + arctan

( 3ω
2−ω2

)
dla ω <

√
2

−180◦ dla ω =
√

2

−90◦ + arctan
( 3ω

2−ω2

)
dla ω >

√
2.

(10)
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• Z kolei, dla s ∈ CIII zachodzi lims→∞ |G0(s)| = 0.
• Ze wzorów (8) oraz (9) wynika, »e dla s ∈ CI ′ charak-
terystyka Nyquista ukªadu otwartego (7) zawiera si¦ tyl-
ko w drugiej ¢wiartce. Z kolei, na podstawie wzoru (10)
wnioskujemy, »e przy pulsacji ω = ωpc =

√
2 charak-

terystyka Nyquista przechodzi do trzeciej ¢wiartki.
• Dla ω = ωpc zachodzi G0(jωpc) = −k.
• Charakterystyki Nyquista ukªadu (7) wykre±lamy dla

s ∈ CI ′ ∪ CII ∪ CIII , ρ > 0

Przebieg ten na rys. 6 uzupeªniono (linia przerywana)
fragmentem odpowiadaj¡cym

s ∈ CIV ∪ CI ′′.

Rysunek 6: Przykªad 4: charakterystyka Nyquista niestabilnego ukªadu ot-
wartego (P = 1), który po zamkni¦ciu p¦tli ujemnego sprz¦»enia zwrotnego:
a) pozostaje niestabilny (N = 1, Z = N +P = 2), b) jest stabilny (N = −1,
Z = N + P = 0).
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• Rys. 6a dotyczy przypadku a), w którym k < 1, za± rys.
6b � przypadku b), gdy k > 1. Tylko drugi z tych przy-
padków odpowiada stabilnemu ukªadowi zamkni¦temu.

• Transmitancja (7) posiada jeden biegun s = 1 w ot-
wartej prawej póªpªaszczy¹nie. Mamy zatem

P = 1.

• W pierwszym z wyró»nionych przypadków, przy k < 1,
charakterystyka Nyquista otwartego ukªadu (7) okr¡»a
jeden raz punkt kontrolny (−1, j0) zgodnie z ruchem
wskazówek zegara (rys. 6a)

N = 1.

Odpowiedni ukªad zamkni¦ty jest zatem niestabilny i
jego transmitancja ma dwa bieguny w prawej póªpªa-
szczy¹nie zespolonej

Z = N + P = 2.

• W przypadku b), to znaczy przy k > 1, charakterystyka
Nyquista ukªadu otwartego(7) jednokrotnie obiega punkt
(−1, j0) przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (rys. 6b)

N = −1

co oznacza, »e dla tego przypadku zamkni¦ty ukªad jest
stabilny

Z = N + P = 0.
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Rysunek 7: Schemat ukªadu zamkni¦tego.

• Dla ukªadu z rys. 7 de�niujemy pulsacj¦ odci¦cia charak-
terystyki amplitudowej ωgc oraz pulsacj¦ odci¦cia charak-
terystyki fazowej ωpc ukªadu otwartego, odpowiednio:

ωgc : |G0(jωgc)| = 1

ωpc : arg G0(jωpc) = −180◦.

• Na tej podstawie wyznaczamy zapasy (marginesy) sta-
bilno±ci ukªadu zamkni¦tego � zapas wzmocnienia Mg

(∆g) oraz zapas fazy Mp (∆p), odpowiednio (rys. 8):
Mg = 20 log(1/|G0(jωpc)|)
Mp = 180◦ + arg G0(jωgc).

Rysunek 8: Charakterystyki ukªadu otwartego: a) amplitudowa, b) fazowa.
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METODY
CZ�STOTLIWO�CIOWE �
REGULATORY P oraz I

Przykªad 5: regulator P
• Dany jest ukªad regulacji (rys. 9), zªo»ony z obiektu o
transmitancji

Gp(s) =
0.4

s(1 + 0.4s)(1 + 8.2s)

oraz regulatora proporcjonalnego o transmitancji

Gc(s) = kc.

Rysunek 9: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• Wyznacz wzmocnienie kc tego regulatora, zapewniaj¡ce
zamkni¦temu ukªadowi zapas fazy ∆p = 45◦.

• Oszacuj:
� wska¹nik oscylacyjno±ci Mr,
� pulsacj¦ rezonansow¡ ωr oraz
� pasmo przenoszenia ω3dB

zaprojektowanego ukªadu.
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• Pulsacja odci¦cia ωgc amplitudowej charakterystyki trans-
mitancji

G0(s) = kcGp(s)

ukªadu otwartego speªnia równanie

arg G0(jωgc) = ∆p − 180◦.

• Dla rozwa»anego obiektu mamy:

−90◦ − arctan(0.4ωgc)− arctan(8.2ωgc) = 45◦ − 180◦.

⇓
3.28ω2

gc + 8.6ωgc − 1 = 0

⇓
ωgc = 0.1115 rad · s−1.

• Poniewa» dla pulsacji ωgc zachodzi

|G0(jωgc)| = |kcGp(jωgc)| = 1

⇓
kc = 1/|Gp(jωgc)|.

• Po podstawieniu |Gp(jωgc)| = 2.6438, otrzymujemy

kc = 0.3782.

• MATLAB gªosi, »e:
Mr = 1.308, ωr = 0.109 rad · s−1, ω3dB = 0.184 rad · s−1.
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Przykªad 6: regulator I

• Ukªad regulacji (rys. 9) zªo»ony jest z obiektu o opera-
torowej transmitancji

Gp(s) =
3

(1 + 4s)(1 + 12s)

oraz regulatora caªkuj¡cego opisanego transmitancj¡

Gc(s) =
kc

s
.

• Wyznacz parametr kc > 0 tego regulatora, przy którym
zamkni¦ty ukªad charakteryzuje si¦ zapasem wzmocnienia
∆g = 12 dB.

• Oszacuj zapas fazy ∆p oraz pasmo przenoszenia ω3dB

tego ukªadu.

• Pulsacja odci¦cia ωpc fazowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego

G0(s) =
kc

s
·Gp(s)

speªnia równanie

arg G0(jωpc) = −180◦.

• Mamy

arg

(
Gp(jω)

jω

)
= −90◦ − arctan(4ω)− arctan(12ω)
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⇓

arctan(4ωpc)+arctan(12ωpc) = arctan

[
16ωpc

1− 48ω2
pc

]
= 90◦.

⇓
ωpc = 0.1443 rad · s−1.

• Wymaganie dotycz¡ce zapasu moduªu zapisujemy w postaci
równania

20 log

(
1

kc

ωpc
· |Gp(jωpc)|

)
= ∆g

⇓

kc = 10−∆g/20 · ωpc

|Gp(jωpc)|

⇓

kc = 0.0279.
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• Zapas fazy odczyta¢ mo»na z charakterystyk cz¦stotli-
wo±ciowych ukªadu otwartego (rys. 10a,b).

Rysunek 10: Przykªad 6: charakterystyki cz¦stotliwo±ciowe transmitancji
ukªadu regulacji: a,b - ukªad otwarty, c - ukªad zamkni¦ty.

• Zapas fazy wynosi ∆p ≈ 38◦ przy pulsacji odci¦cia cha-
rakterystyki amplitudowej transmitancji G0(s) ukªadu
otwartego równej ωgc ≈ 0.064 rad · s−1.

• Pasmo ω3dB ≈ 0.11 rad · s−1 odczytujemy z charak-
terystyki amplitudowej |G(jω)| zamkni¦tego ukªadu re-
gulacji (rys. 10c).
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Przykªad 7: model nieparametryczny

• Mamy cz¦stotliwo±ciow¡ charakterystyk¦ sterowanego o-
biektu (tabela 1). Taki nieparametryczny model tego
obiektu pozyskano, przeprowadzaj¡c odpowiedni ekspe-
ryment pomiarowy.

Tabela 1.

Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki obiektu regulacji

ω[rad · s−1] |Gp(jω)| arg Gp(jω)
1.193 2.6407 -100◦
1.404 2.2441 -110◦
1.642 1.8872 -120◦
2.209 1.2988 -140◦
2.919 0.8691 -160◦
3.788 0.5729 -180◦
4.823 0.3780 -200◦
7.332 0.1753 -240◦
9.492 0.1071 -270◦

• Obiekt ten sterowany jest w ukªadzie zamkni¦tym za po-
moc¡ regulatora proporcjonalnego Gc(s) = kc (rys. 11).
Dobierz wzmocnienie kc tego regulatora, zapewniaj¡ce
temu ukªadowi zapas wzmocnienia ∆g ≥ 12dB oraz za-
pas fazy ∆p ≥ 60◦.

Rysunek 11: Strukturalny schemat ukªadu regulacji
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• Zauwa»my, »e mamy tu do czynienia z jednym stop-
niem swobody regulatora i podwójnym wymaganiem,
dotycz¡cym zapasów stabilno±ci.

• Zakªadaj¡c speªnienie warunku dotycz¡cego zapasu fazy,
otrzymujemy kc = kp

c , gdzie

kp
c =

1

|Gp(jω)||ω=1.642 rad·s−1

= 0.5299.

Zachodzi bowiem (zob. tabela 1):

arg Gp(jω)|ω=1.642 rad·s−1 = ∆p − 180◦ = −120◦.

• Wzmocnieniu kp
c odpowiada zapas wzmocnienia

∆g(k
p
c ) = 20 log

(
1

|kp
cGp(jω)||ω=3.788 rad·s−1

)
= 10.36 dB.

Z tabeli 1 wynika bowiem, i»

arg Gp(jω)|ω=3.788 rad·s−1 = −180◦.

• Ukªad z regulatorem proporcjonalnym o wzmocnieniu kp
c

nie speªnia zatem stawianych wymaga«.

• Rozwa»my teraz warunek, dotycz¡cy zapasu wzmocnie-
nia projektowanego ukªadu. Na podstawie danych z
tabeli 1 otrzymujemy wzmocnienie kc = kg

c regulatora,
gdzie

kg
c =

10−12/20

|Gp(jω)||ω=3.788 rad·s−1

= 0.43849.
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• Aby okre±li¢ zapas fazy ∆p(k
g
c ) odpowiadaj¡cy takiemu

wzmocnieniu kg
c , nale»y wyznaczy¢ pulsacj¦ odci¦cia ωgc

amplitudowej charakterystyki transmitancji

kg
cGp(s)

ukªadu otwartego z tak nastawionym regulatorem.
• Dla pulsacji ωgc zachodzi

|Gp(jωgc)| = 1

kg
c

= 2.2806.

Z tabeli 1 odczytujemy, »e ωgc ≈ 1.404 rad · s−1, czemu
odpowiada zapas fazy

∆p(k
g
c ) ≈ 180◦ + arg Gp(jωgc) = 70◦.

• Proporcjonalny regulator o wzmocnieniu kg
c speªnia za-

tem warunki zadania.

• Zauwa»my, »e dokonano syntezy regulatora, opieraj¡c
si¦ tylko na wynikach pomiaru widmowych charakte-
rystyk modelu regulowanego obiektu. Model parame-
tryczny tego obiektu (transmitancja operatorowa) nie
byª tu zatem niezb¦dny. W uzupeªnieniu przykªadu
mo»emy zdradzi¢, »e

Gp(s) =
6e−0.2s

(1 + 0.4s)(1 + 1.5s)
.

Jest to zatem obiekt z opó¹nieniem, które w metodzie
linii pierwiastkowych nale»aªoby aproksymowa¢ odpo-
wiedni¡ funkcj¡ wymiern¡.
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METODY
CZ�STOTLIWO�CIOWE �

REGULATORY
DYNAMICZNE

REGULATOR PRZYSPIESZAJ�CY FAZ� lead
• Ukªad regulacji (rys. 12) skªada si¦ z obiektu o trans-
mitancji Gp(s) oraz regulatora przyspieszaj¡cego faz¦
(lead)

Gc(s) = kc · 1 + Tzs

1 + Tps

gdzie

kc > 0 oraz 0 ≤ Tp < Tz.

Rysunek 12: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• Rozwa»ymy reguªy doboru parametrów kc, Tp i Tz trans-
mitancji regulatora, wynikaj¡ce z wymaga« projekto-
wych dotycz¡cych przede wszystkim stabilno±ci ukªadu
zamkni¦tego oraz szybko±ci regulacji.
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• Zachodzi

|Gc(jω)| = kc ·
√

1 + T 2
z ω2

1 + T 2
p ω2

oraz

arg Gc(jω) = arctan

(
(Tz − Tp)ω

1 + TpTzω2

)
> 0.

• Charakterystyka fazowa arg Gc(jω) osi¡ga maksimum
dla pulsacji

ωm =
√

TpTz

przy czym

arg Gc(jωm) = arctan

(
Tz − Tp

2
√

TpTz

)
.

• Przykªadowy przebieg rozwa»anych charakterystyk po-
kazano na rys. 13a,b.

Rysunek 13: Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki transmitancji Gc(s) regula-
tora lead.
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• Wprowadzaj¡c oznaczenie

α =
Tz

Tp
, α > 1

otrzymujemy:

ωm =

√
α

Tz
=

1

Tp

√
α

oraz

arg Gc(jωm) = arctan

(
α− 1

2
√

α

)
.

Rysunek 14: Maksymalny k¡t fazowy transmitancji Gc(s) regulatora lead.

• Minimalna warto±¢ parametru α, przy której mo»liwe
jest uzyskanie danego przesuni¦cia fazy ϑlead, wynosi

αϑ =
1 + sin ϑlead

1− sin ϑlead
, 0 < ϑlead < 90◦.
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• Ponadto mamy u»uteczne formuªy:

sin ϑlead =
αϑ − 1

αϑ + 1

cos ϑlead =
2
√

αϑ

αϑ + 1
√

αϑ =
1 + sin ϑlead

cos ϑlead

=
cos ϑlead

1− sin ϑlead
.

• Wymagania dotycz¡ce stabilno±ci i szybko±ci ukªadu
zamkni¦tego specy�kuje si¦, podaj¡c par¦

(∆p, ωgc)

gdzie ∆p oznacza zapas fazy, za± ωgc jest pulsacj¡
odci¦cia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego Gc(s)Gp(s).

• Zachodzi zatem:

|Gc(jωgc)Gp(jωgc)| = 1

arg(Gc(jωgc)Gp(jωgc)) = ∆p − 180◦.

• Wzory te zapisa¢ mo»na w równowa»nej postaci

1 + jωgcTz =
1 + jωgcTp

kc|Gp(jωgc)| · e
jϑp

lead

gdzie

ϑp
lead = arg Gc(jωgc) = ∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦.
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• Przy speªnieniu nierówno±ciowych warunków niezb¦d-
no±ci i wystarczalno±ci regulatora forsuj¡cego faz¦

0◦ < ϑp
lead < 90◦

otrzymujemy nast¦puj¡ce formuªy, w których wzmocnie-
nie kc > 0 regulatora peªni rol¦ swobodnego parametru:

Tp(kc) =
cos ϑp

lead − kc|Gp(jωgc)|
ωgc sin ϑp

lead

Tz(kc) =
sin ϑp

lead + ωgcTp(kc) cos ϑp
lead

kcωgc|Gp(jωgc)|
=

1− kc|Gp(jωgc)| cos ϑp
lead

kcωgc|Gp(jωgc)| sin ϑp
lead

.

• Oczekuj¡c stabilnego regulatora, a zatem kªad¡c Tp(kc) ≥
0, uzyskujemy ograniczenie

kc ≤ cos ϑp
lead

|Gp(jωgc)| .

Je»eli nierówno±¢ ta jest speªniona, mamy Tz(kc) > 0.

• Przy zaªo»onej parze wska¹ników jako±ci regulacji (∆p, ωgc)
swobodny parametr kc regulatora umo»liwia, do pewnego
stopnia, ksztaªtowanie steruj¡cego sygnaªu u(t). W przy-
padku jednostkowego pobudzenia r(t) = 1(t) oraz obiektu
opisanego ±ci±le wªa±ciw¡ transmitancj¡ Gp(s) pocz¡tkowa
warto±¢ u0 = u(0) tego sygnaªu wynosi

u0 = kc · Tz

Tp
.
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Zatem, przyj¦cie wymagania
u0 ≤ u0max

w którym u0 max oznacza dopuszczaln¡ pocz¡tkow¡ war-
to±¢ sygnaªu steruj¡cego u(t), prowadzi do nast¦puj¡cego
ograniczenia na parametr kc (przy u0max > 1

|Gp(jωgc)| cosϑp
lead

)

0 < kc ≤ u0max|Gp(jωgc)| cos ϑp
lead − 1

|Gp(jωgc)|(u0max|Gp(jωgc)| − cos ϑp
lead)

.

• Poniewa»
Gc(s)|s=0 = kc

zatem parametr kc mo»na te» wyznaczy¢ na podstawie
wymaga« odno±nie statycznej dokªadno±ci regulacji (wy-
magania takie formuªuje si¦, ustalaj¡c na przykªad »¡-
dan¡ warto±¢ wspóªczynnika wzmocnienia pr¦dko±ciowe-
go lub przyspieszeniowego rozwa»anego ukªadu).

• Rozwa»my regulator o parametrach kp
cϑ, T p

pϑ oraz T p
zϑ,

odpowiadaj¡cych minimalnej warto±ci αp
ϑ parametru α:

αp
ϑ = (1 + sin ϑp

lead)/(1− sin ϑp
lead), 0 < ϑp

lead < 90◦

przy której ukªad charakteryzuje para wska¹ników
(∆p, ωgc = ωm).

Mamy:

kp
cϑ =

1

|Gp(jωgc)|
√

αp
ϑ

=
cos ϑp

lead

|Gp(jωgc)|(1 + sin ϑp
lead)

=
1− sin ϑp

lead

|Gp(jωgc)| cos ϑp
lead
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T p
pϑ =

1

ωgc

√
αp

ϑ

=
cos ϑp

lead

ωgc(1 + sin ϑp
lead)

=
1− sin ϑp

lead

ωgc cos ϑp
lead

T p
zϑ =

√
αp

ϑ

ωgc
=

cos ϑp
lead

ωgc(1− sin ϑp
lead)

=
1 + sin ϑp

lead

ωgc cos ϑp
lead

up
0ϑ =

√
αp

ϑ

|Gp(jωgc)|
=

cos ϑp
lead

|Gp(jωgc)|(1− sin ϑp
lead)

=
1 + sin ϑp

lead

|Gp(jωgc)| cos ϑp
lead

.

• Maksymalnej dopuszczalnej warto±ci swobodnego para-
metru kc przyporz¡dkowana jest idealizowana (niereali-
zowalna) posta¢ transmitancji regulatora PD

GPD(s) = kp
PD(1 + sT p

d )

gdzie:

kp
PD =

cos ϑp
lead

|Gp(jωgc)| oraz T p
d =

tan ϑp
lead

ωgc
.

Transmitancji GPD(s) odpowiada (oczywi±cie) nieogra-
niczona pocz¡tkowa warto±¢ u0 sygnaªu steruj¡cego u(t)
przy jednostkowym pobudzeniu.

• Analogiczne wyniki uzyska¢ mo»na dla pary wska¹ników
(∆g, ωpc) (zob. skrypt i przykªad 9 ).
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Przykªad 8

• Obiekt o modelu

Gp(s) =
1

s(1 + 0.1s)(1 + 0.05s)(1 + 0.02s)

sterowany jest za pomoc¡ regulatora Gc(s) w ukªadzie
pokazanym na rys. 15.

Rysunek 15: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

a) Wyznacz wzmocnienie regulatora proporcjonalnego, przy
którym ukªad regulacji charakteryzuje si¦ zapasem fazy
∆p = 60◦.

b) Wyznacz parametry regulatora forsuj¡cego faz¦, dla któ-
rych: zapas fazy ukªadu regulacji wynosi ∆p = 60◦, pul-
sacja odci¦cia ωl

gc amplitudowej charakterystyki ukªadu
otwartego przyjmuje warto±¢ dwukrotnie wi¦ksz¡ w sto-
sunku do odpowiedniej pulsacji odci¦cia ωP

gc ukªadu z
punktu a), pocz¡tkowa warto±¢ ul

0 sygnaªu steruj¡cego
u(t) w przypadku jednostkowego skokowego pobudzenia
r(t) = 1(t) nie przekracza ul

0 ≤ 15.
Dla ka»dego ukªadu regulacji oszacuj zapas wzmocnienia
oraz wzmocnienie pr¦dko±ciowe.
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a) Regulator proporcjonalny

• Wzmocnienie kc regulatora obliczamy ze wzoru

kc = kP
c =

1

|Gp(jωP
gc)|

gdzie ωP
gc oznacza pulsacj¦ odci¦cia amplitudowej charak-

terystyki transmitancji otwartego ukªadu regulacji. Pul-
sacja ta speªnia nast¦puj¡ce równanie

arg Gp(jω
P
gc) = ∆p − 180◦ = −120◦.

Korzystaj¡c z cz¦stotliwo±ciowych charakterystyk trans-
mitancji sterowanego obiektu (MATLAB!), znajdujemy:

ωP
gc = 3.1456 rad · s−1 oraz |Gp(jω

P
gc)| = 0.29898.

⇓
kP

c = 3.3447.

• Pocz¡tkowa warto±¢ uP
0 sygnaªu steruj¡cego u(t) przy

jednostkowym skokowym pobudzeniu r(t) wynosi zatem
uP

0 = 3.3447.

• Tak zaprojektowany ukªad regulacji charakteryzuje si¦
zapasem moduªu

∆g = ∆P
g = 15.40 dB

przy pulsacji odci¦cia fazowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego

ωpc = ωP
pc = 11.18 rad · s−1

oraz pr¦dko±ciowym wzmocnieniem
kv = kP

v = 3.3447 s−1.
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b) Regulator forsuj¡cy faz¦
• Pulsacja odci¦cia amplitudowej charakterystyki trans-
mitancji ukªadu otwartego ze regulatorem lead

Gc(s) = kc · 1 + Tzs

1 + Tps
, kc > 0, 0 ≤ Tp < Tz

wynosi

ωgc = ωl
gc = 2ωP

gc = 6.2912 rad · s−1.

Pulsacji tej odpowiada:

|Gp(jω
l
gc)| = 0.12734 oraz arg Gp(jω

l
gc) = −146.81◦.

• Na tej podstawie obliczamy k¡t fazowy

ϑlead = arg Gc(jω
l
gc) = ∆p−arg Gp(jω

l
gc)−180◦ = 26.81◦.

• Sprawd¹my, czy wymagania co do sygnaªu steruj¡cego
speªni¢ mo»na, bior¡c minimaln¡ dopuszczaln¡ war-
to±¢ αϑ ilorazu α = Tz/Tp

αϑ =
1 + sin ϑlead

1− sin ϑlead
= 2.64321.

Pocz¡tkowa warto±¢ ul
0 sygnaªu steruj¡cego u(t) przy

jednostkowym skokowym pobudzeniu wynosi w tym przy-
padku

ul
0 =

√
αϑ

|Gp(jωl
gc)|

= 12.7676 < 15

co oznacza, i» nie naruszono przyj¦tego ograniczenia.



32

• Parametry regulatora lead wyznaczamy w nast¦puj¡cy
sposób:

kc =
1

|Gp(jωgc)|√αϑ
= 4.83

Tp =
1

ωgc
√

αϑ
= 0.0978 s

Tz =

√
αϑ

ωgc
= 0.2584 s.

• Ukªad regulacji z takim regulatorem charakteryzuje si¦
zapasem moduªu

∆g = ∆l
g = 10.2 dB

przy pulsacji odci¦cia fazowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego

ωpc = ωl
pc = 14.99 rad · s−1.

Pr¦dko±ciowe wzmocnienie tego ukªadu wynosi

kv = kl
v = 4.8303 s−1.
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Przykªad 9

• Rozwa»my ukªad regulacji o strukturalnym schemacie
przedstawionym na rys. 16, przy czym transmitancja
obiektu dana jest wzorem

Gp(s) =
1− 0.13s

s(1 + 0.4s)2(1 + 0.06s)

za± transmitancja

Gs(s) =
e−0.08s

1 + 0.02s

opisuje czujnik pomiarowy.

Rysunek 16: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• W ukªadzie zastosowano regulator przyspieszaj¡cy faz¦

Gc(s) = kc · 1 + Tzs

1 + Tps
, kc > 0, 0 ≤ Tp < Tz.

Wyznacz parametry tej transmitancji, zapewniaj¡ce u-
kªadowi regulacji zapas wzmocnienia ∆g = 10 dB przy
zaªo»eniu, »e pulsacja odci¦cia fazowej charakterystyki
ukªadu otwartego wynosi ωpc = 3.0 rad · s−1.
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• Od regulatora oczekuje si¦ ponadto, i» odpowiadaj¡cy
mu wspóªczynnik pr¦dko±ciowego wzmocnienia kv osi¡-
gnie maksymaln¡ dopuszczaln¡ warto±¢ przy nast¦pu-
j¡cym ograniczeniu na pocz¡tkow¡ warto±¢ u0 sygnaªu
steruj¡cego u(t), wyst¦puj¡cego przy skokowej wielko±ci
zadaj¡cej r(t) = 1(t): u0 ≤ u0max = 20. Oszacuj zapas
fazy rozwa»anego ukªadu.

• Na podstawie cz¦stotliwo±ciowej charakterystyki trans-
mitancji

Gps(s) = Gp(s)Gs(s)

czyli transmitancji szeregowego poª¡czenia sterowanego
obiektu oraz pomiarowego czujnika, wyznaczamy:

|Gps(jωpc)| = 0.14406 oraz arg Gps(jωpc) = −239.083◦.

• K¡t ϑlead = arg Gc(jωpc) wynosi zatem

ϑlead = arg Gc(jωpc) = − arg Gps(jωpc)−180◦ = 59.083◦.

Poniewa» zachodzi

u0max >
1

10∆g/20|Gps(jωpc)| cos ϑlead)−1
= 4.2725

przeto przyjmuj¡c u0 = u0max, co zapewnia maksy-
malny osi¡galny wspóªczynnik pr¦dko±ciowego wzmoc-
nienia kv, parametr kc regulatora wyznaczamy ze wzoru

kc =
10∆g/20u0max|Gps(jωpc)| cos ϑlead − 1

10∆g/20|Gps(jωpc)|(10∆g/20u0max|Gps(jωpc)| − cos ϑlead)

= 0.9399.
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• Na tej podstawie obliczamy pozostaªe parametry regu-
latora:

Tp =
cos ϑlead − 10∆g/20kc|Gps(jωpc)|

ωpc sin ϑlead
= 0.03326 s

Tz =
sin ϑlead + ωpcTp cos ϑlead

10∆g/20kcωpc|Gps(jωpc)|
= 0.70779 s.

• Uzyskany ukªad posiada pr¦dko±ciowe wzmocnienie

kv = 0.9399 s−1

oraz zapas fazy
∆p = 63.26 ◦

przy pulsacji odci¦cia amplitudowej charakterystyki u-
kªadu otwartego

ωgc = 0.998 rad · s−1.
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REGULATOR OPÓ�NIAJ�CY FAZ� lag

• Ukªad regulacji (rys. 17) skªada si¦ z obiektu opisanego
operatorow¡ transmitancj¡ Gp(s) oraz regulatora opó¹-
niaj¡cego faz¦ (lag) o transmitancji

Gc(s) = kc · 1 + Tzs

1 + Tps
, kc > 0, 0 ≤ Tz < Tp.

Rysunek 17: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• Rozwa»my wªasno±ci cz¦stotliwo±ciowych charakterystyk
transmitancji Gc(s) tego regulatora. Mamy:

|Gc(jω)| = kc ·
√

1 + T 2
z ω2

1 + T 2
p ω2

arg Gc(jω) = − arctan

(
(Tp − Tz)ω

1 + TpTzω2

)
< 0.

Fazowa charakterystyka arg Gc(jω) osi¡ga minimum dla
pulsacji

ωm =
1√
TpTz

przy czym

arg Gc(jωm) = − arctan

(
Tp − Tz

2
√

TpTz

)
.
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Rysunek 18: Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki transmitancji Gc(s) regula-
tora lag.

• Podamy reguªy doboru parametrów kc, Tp oraz Tz trans-
mitancji regulatora lag, wynikaj¡ce przede wszystkim
z wymaga« dotycz¡cych stabilno±ci oraz statycznej
dokªadno±ci regulacji.

• Poniewa»
Gc(s)|s=0 = kc

zatem parametr kc regulatora mo»na wyznacza¢ bezpo-
±rednio na podstawie »¡danej dokªadno±ci.

• Wymagania, odnosz¡ce si¦ do zapasu stabilno±ci oraz �
w pewnym stopniu � do szybko±ci regulacji, wyra»ane
s¡ w postaci par wska¹ników

(∆g, ωpc) lub (∆p, ωgc)

gdzie ∆g oznacza zapas wzmocnienia, ∆p jest zapasem
fazy, za± ωpc oraz ωgc oznaczaj¡ pulsacje odci¦cia cz¦-
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stotliwo±ciowych charakterystyk transmitancji ukªadu o-
twartego Gc(s)Gp(s), odpowiednio: charakterystyki fa-
zowej oraz amplitudowej.

• Dla pary wska¹ników (∆p, ωgc) wprowadzamy nast¦pu-
j¡ce oznaczenie przyczynku fazowego wprowadzanego do
fazy ukªadu otwartego dla pulsacji ωgc przez regulator
opó¹niaj¡cy faz¦:

ϑp
lag = arg Gc(jωgc) = ∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦.

• Zakªadaj¡c, »e speªnione s¡ nierówno±ciowe warunki wy-
starczalno±ci i niezb¦dno±ci regulatora opó¹niajacego faz¦

−90◦ < ϑp
lag < 0◦

uzyskujemy formuªy, wi¡»¡ce parametry Tp oraz Tz trans-
mitancji Gc(s) rozwa»anego regulatora z warto±ci¡ staty-
cznego wzmocnienia kc (parametr swobodny):

Tp(kc) =
cos ϑp

lag − kc|Gp(jωgc)|
ωgc sin ϑp

lag

Tz(kc) =
sin ϑp

lag + ωgcTp(kc) cos ϑp
lag

kcωgc|Gp(jωgc)|

=
1− kc|Gp(jωgc)| cos ϑp

lag

kcωgc|Gp(jωgc)| sin ϑp
lag

.

• Na wzmocnienie kc naªo»one jest ograniczenie

0 <
1

|Gp(jωgc)| cos ϑg
lag

≤ kc

wynikaj¡ce z postulatu, aby Tz(kc) ≥ 0.
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• Na tej podstawie wnioskujemy, »e tym samym speªnione
jest te» »¡danie stabilno±ci regulatora lag

Tp(kc) > 0.

• Zakªadaj¡c, »e Gp(s) jest ±ci±le wªa±ciw¡ funkcj¡ wy-
miern¡, uzyskujemy nast¦puj¡c¡ ocen¦ u0 pocz¡tkowej
warto±ci sygnaªu steruj¡cego u(t) przy jednostkowym
pobudzeniu r(t) = 1(t):

u0 = kc · Tz

Tp
.

Dla (∆p, ωgc) przy

kc ≥ 1

|Gp(jωgc)| cos ϑg
lag

zachodzi

u0(kc) =
1− kc|Gp(jωgc)| cos ϑp

lag

|Gp(jωgc)|(cos ϑp
lag − kc|Gp(jωgc)|) .

Dla wszystkich dopuszczalnych warto±ci parametru kc

pocz¡tkowa warto±¢ u0 sygnaªu steruj¡cego podlega prze-
to nast¦puj¡cemu ograniczeniu

0 ≤ u0 <
cos ϑp

lag

|Gp(jωgc)| dla (∆p, ωgc).

W przeciwie«stwie do regulatora przyspieszaj¡cego faz¦,
warto±¢ ta jest ograniczona od góry.

• Analogiczne wyniki mamy dla pary (∆g, ωpc) (skrypt).
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Przyjmuj¡c, »e

0 ≤ u0 ≤ u0max

gdzie u0 max oznacza dopuszczaln¡ pocz¡tkow¡ warto±¢
sygnaªu steruj¡cego u(t) przy jednostkowym skokowym
sygnale zadaj¡cym, dla (∆p, ωgc) oraz dla

0 ≤ u0 max <
cos ϑp

lag

|Gp(jωgc)|
uzyskujemy ograniczenie na swobodny parametr kc:

1

|Gp(jωgc)| cos ϑg
lag

≤ kc ≤
u0 max|Gp(jωgc)| cos ϑp

lag − 1

|Gp(jωgc)|(u0max|Gp(jωgc)| − cos ϑp
lag)

.

• Pulsacje odci¦cia ωgc oraz ωpc oszacowa¢ mo»na na pod-
stawie wymaga« odno±nie szybko±ci regulacji.

• Porównajmy warunki, jakie musz¡ speªnia¢ pulsacje od-
ci¦cia w przypadku ukªadu z regulatorem:

? przyspieszaj¡cym faz¦ lead (pulsacje ωlead
gc i ωlead

pc )

? opó¹niaj¡cym faz¦ lag (pulsacje ωlag
gc i ωlag

pc ).

Pulsacje odci¦cia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego dla zadanego zapasu fazy ∆p:

? regulator lead
∆p − 270◦ < arg Gp(jω

lead
gc ) < ∆p − 180◦

? regulator lag
∆p − 180◦ < arg Gp(jω

lag
gc ) < ∆p − 90◦.
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Pulsacje odci¦cia fazowej charakterystyki transmitancji
ukªadu otwartego:

? regulator lead
−270◦ < arg Gp(jω

lead
pc ) < −180◦

? regulator lag
−180◦ < arg Gp(jω

lag
pc ) < −90◦.

• Dla pulsacji odci¦cia ωlead
gc oraz ωlag

gc , przy ustalonym za-
pasie fazy ∆p, zachodzi zatem

arg Gp(jω
lead
gc ) < arg Gp(jω

lag
gc ).

• Z kolei dla pulsacji odci¦cia ωlead
pc oraz ωlag

pc mamy

arg Gp(jω
lead
pc ) < arg Gp(jω

lag
pc ).

• Gdy fazowa charakterystyka arg Gp(jω) jest funkcj¡ ma-
lej¡c¡ (przynajmniej lokalnie), speªnione s¡ nierówno±ci:

ωlag
gc < ωlead

gc

ωlag
pc < ωlead

pc .

• Gdy wymagania dotycz¡ stabilno±ci oraz dokªadno±ci,
wtedy k¡ty ϑg

lag oraz ϑp
lag nale»y traktowa¢ jako stop-

nie swobody (odpowiednie pulsacje odci¦cia przyjmuj¡
teraz warto±ci wynikowe). Gdy obowi¡zuj¡ nierówno±ci
−90◦ < ϑg

lag < 0◦ oraz −90◦ < ϑp
lag < 0◦, otrzymujemy

formuªy przydatne przy syntezie regulatora:
arg Gp(jωpc) = −ϑg

lag − 180◦

arg Gp(jωgc) = ∆p − ϑp
lag − 180◦.
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• Rozwa»my uproszczon¡ metod¦ syntezy regulatora opó¹-
niaj¡cego faz¦. W tym celu przyjmujemy, »e

ϑ̄p
lag ≤ ϑp

lag < 0◦

gdzie ϑ̄p
lag jest pewnym oszacowaniem od doªu k¡ta fa-

zowego arg Gc(jωgc). Zakªadaj¡c dostatecznie maª¡ war-
to±¢ |ϑ̄p

lag|, mo»emy zapisa¢, »e

arg Gp(jω̃gc) = ∆p − ϑ̄p
lag − 180◦

sk¡d, dla zadanego zapasu fazy ∆p, wyznaczamy przy-
bli»on¡ warto±¢ ω̃gc pulsacji odci¦cia amplitudowej cha-
rakterystyki otwartego ukªadu regulacji.
Nast¦pnie, aby zapewni¢ niewielki udziaª cz¦stotliwo-
±ciowej charakterystyki transmitancji regulatora w for-
mowaniu charakterystyki transmitancji otwartego ukªa-
du regulacji w otoczeniu faktycznej pulsacji odci¦cia
ωgc tej charakterystyki, pulsacje

ωp =
1

Tp
oraz ωz =

1

Tz

determinuj¡ce poszukiwane parametry Tp oraz Tz regu-
latora, musz¡ przyjmowa¢ warto±ci znacznie mniejsze
od ωgc.

Prosta reguªa wyznaczania warto±ci pulsacji ωz oparta
jest na »¡daniu zachowania dostatecznie du»ego � na
przykªad dekadowego � odst¦pu ωz od ω̃gc; w takim
przypadku ('reguªa 0.1') zakªada si¦ zatem, »e

ωz = 0.1 · ω̃gc.
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Przykªad 10

• Dany jest model nieminimalnofazowego obiektu

Gp(s) =
1.2(1− 0.1s)

s(1 + 0.4s)(1 + 0.1s)2 .

• Nale»y wyznaczy¢ parametry regulatora opó¹niaj¡cego
faz¦ lag

Gc(s) = kc · 1 + Tzs

1 + Tps
, kc > 0, 0 ≤ Tz < Tp

który zapewni zapas fazy ∆p = 40◦ (przy pulsacji odci¦-
cia amplitudowej charakterystyki transmitancji ukªadu
otwartego ωgc = 0.9 rad · s−1) oraz ustalony bª¡d ±le-
dzenia sygnaªu pr¦dko±ciowego nie wi¦kszy ni» e(∞) =
0.05.

• Wymagane wzmocnienie pr¦dko±ciowe kv ma warto±¢

kv =
1

e(∞ = 20.

Na tej podstawie obliczamy wzmocnienie regulatora

kc =
kv

lims→0 sGp(s)
= 16.6667.

• Pulsacji odci¦cia ωgc odpowiadaj¡ nast¦puj¡ce warto±ci
charakterystyk cz¦stotliwo±ciowych sterowanego obiektu:

|Gp(jωgc)| = 1.2495

arg Gp(jωgc) = −125.227◦.
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• K¡t fazowy

ϑlag = arg Gc(jωgc) = ∆p−arg Gp(jωgc)−180◦ = −14.773◦

speªnia nierówno±ci −90◦ < ϑlag < 0◦, co pozwala na
wyznaczenie pozostaªych parametrów transmitancji Gc(s):

Tp =
cos ϑlag − kc|Gp(jωgc)|

ωgc sin ϑlag
= 86.53 s

Tz =
1− kc|Gp(jωgc)| cos ϑlag

kcωgc|Gp(jωgc)| sin ϑlag
= 4.004 s.

• Pocz¡tkowa warto±¢ sygnaªu steruj¡cego, odpowiadaj¡-
cego jednostkowemu pobudzeniu skokowemu, równa si¦

u0 = kc · Tz

Tp
= 0.7713.

Analizuj¡c cz¦stotliwo±ciow¡ charakterystyk¦ transmi-
tancji Gc(s)Gp(s), stwierdzamy, i» tak uzyskany ukªad
regulacji posiada zapas wzmocnienia

∆g = 11.31 dB

oraz pulsacj¦ odci¦cia fazowej charakterystyki transmi-
tancji ukªadu otwartego

ωpc = 2.401 rad · s−1.

Na podstawie cz¦stotliwo±ciowej charakterystyki ukªadu
zamkni¦tego otrzymujemy:

Mr = 1.47, ωr = 0.83 rad · s−1

oraz
ω3dB = 1.76 rad · s−1.
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REGULATOR PI

• Obiekt o operatorowej transmitancji Gp(s) sterowany
jest w ukªadzie z rys. 19 za pomoc¡ regulatora PI o
transmitancji

Gc(s) = kp +
ki

s
.

Rysunek 19: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• Podamy reguªy strojenia nastaw kp ≥ 0 oraz ki ≥ 0 tego
regulatora, wynikaj¡ce z wymaga« zwi¡zanych przede
wszystkim ze stabilno±ci¡ ukªadu zamkni¦tego (regu-
lator PI podwy»sza stopie« astatyzmu ukªadu, a tym
samym zwi¦ksza jego statyczn¡ dokªadno±¢).
Zbadamy mo»liwo±¢ parametryzacji zbioru nastaw re-
gulatora PI ze wzgl¦du na wymagania dotycz¡ce wªa±nie
dokªadno±ci, a tak»e szybko±ci regulacji.

• Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki transmitancji Gc(s)
regulatora PI maj¡ posta¢:

|Gc(jω)| =
√

k2
i + k2

pω
2)

arg Gc(jω) = −90◦ + arctan

(
kpω

ki

)
.

Zatem dla kp ≥ 0 oraz ki ≥ 0 mamy opó¹nianie fazy
−90◦ ≤ arg Gc(jω) ≤ 0◦.
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• Widmowe charakterystyki regulatora PI � rys. 20.

Rysunek 20: Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki transmitancji regulatora PI.

• Wymagania dotycz¡ce zapasów stabilno±ci oraz szybko±ci
regulacji wyra»amy za pomoc¡ par wska¹ników:

(∆g, ωpc) lub (∆p, ωgc)

gdzie ∆g to zapas wzmocnienia, ∆p jest zapasem fazy,
za± ωpc oraz ωgc oznaczaj¡ pulsacje odci¦cia cz¦stotliwo-
±ciowych charakterystyk ukªadu otwartego Gc(s)Gp(s),
odpowiednio, charakterystyki fazowej oraz amplitudowej.

• Rozwa»my (przykªadowo) strojenie regulatora PI dla
zadanej pary (∆p, ωgc). Zakªadamy przy tym, »e k¡t

ϑp
PI = arg Gc(jωgc) = ∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦

speªnia nast¦puj¡ce nierówno±ci (warunek wystarczal-
no±ci oraz niezb¦dno±ci regulatora PI )

−90◦ ≤ ϑp
PI ≤ 0◦.
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• Sk¡d ªatwo dostajemy formuªy na parametry tego regu-
latora:

kp =
cos ϑp

PI

|Gp(jωgc)| (11)

ki =
−ωgc sin ϑp

PI

|Gp(jωgc)
. (12)

• Gdy projektowe wymaganie dotyczy tylko zapasu fazy,
k¡t ϑp

PI traktowa¢ mo»na jako parametr procedury syn-
tezy regulatora PI. Pulsacj¦ odci¦cia ωgc otrzymujemy
teraz z równania

arg Gp(jωgc) = ∆p − ϑp
PI − 180◦.

• Dla dostatecznie maªych warto±ci |ϑp
PI | zale»no±ci dane

wzorami (11) oraz (12) przyjmuj¡ prostsz¡ posta¢:

kp =
1

|Gp(jωgc)|
ki = −ωgckp sin ϑp

PI .

• Szacuj¡c warto±¢ pulsacji ωgc, przyj¡¢ mo»na, »e

ωgc ≈ ω̃gc

gdzie ω̃gc jest pulsacj¡ odci¦cia amplitudowej charakte-
rystyki obiektu, wyznaczon¡ z równania

arg Gp(jω̃gc) = ∆p − 180◦.
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• Granicznym warto±ciom k¡ta ϑp
PI przyporz¡dkowa¢ mo»na

nast¦puj¡ce parametry regulatora PI :

ϑp
PI =





0◦ → regulator P :





kp = 1
|Gp(jωgc)|

ki = 0
arg Gp(jωgc) = ∆p − 180◦

−90◦ → regulator I :





kp = 0
ki =

ωgc

|Gp(jωgc)|
arg Gp(jωgc) = ∆p − 90◦.

• Na zako«czenie rozpatrzmy sytuacj¦, w której parametr
ki regulatora PI ustalamy na podstawie wymaga« doty-
cz¡cych statycznej dokªadno±ci regulacji

ki = lim
s→0

sGPI(s)

za± warto±¢ parametru kp tego regulatora wyznaczamy
w ten sposób, aby zapewni¢ projektowanemu ukªadowi
regulacji »¡dany zapas fazy ∆p.

Pulsacj¦ odci¦cia ωgc otrzymujemy rozwi¡zuj¡c równanie

ki|Gp(jωgc)|+ ωgc sin(∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦) = 0.

Gdy równanie to posiada rozwi¡zanie ωgc > 0, dla któ-
rego

∆p − 180◦ ≤ arg Gp(jωgc) ≤ ∆p − 90◦

wówczas parametr kp regulatora PI dany jest wzorem

kp =
cos(∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦)

|Gp(jωgc)| .
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Przykªad 11

• Obiekt Gp(s) o charakterystykach widmowych danych
w tabeli 1 sterowany jest za pomoc¡ regulatora Gc(s) w
ukªadzie zamkni¦tym z jednostkowym ujemnym sprz¦»e-
niem zwrotnym.

Tabela 1.

Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki sterowanego obiektu

ω [rad · s−1] |Gp(jω)| arg Gp(jω)
4.714 1.2472 −100◦

5.776 1.0000 −114.55◦

6.225 0.9115 −120◦

6.666 0.8331 −125◦

8.189 0.6173 −140◦

10.824 0.3851 −160◦

13.419 0.2555 −175◦

14.433 0.2204 −180◦

a) Wyznacz pulsacje odci¦cia fazowej oraz amplitudowej
charakterystyki obiektu, odpowiednio ωP

pc oraz ωP
gc,

a nast¦pnie oszacuj zapas wzmocnienia ∆P
g oraz fazy

∆P
p ukªadu regulacji bez korekcji (Gc(s) = 1).

b) Dobierz przykªadowe parametry regulatora PI, za-
pewniaj¡ce zapas fazy ∆PI

p = 55◦.
c) Wyznacz przykªadowe parametry regulatora PI, przy

których zamkni¦ty ukªad regulacji charakteryzuje
si¦ zapasem wzmocnienia ∆PI

g = 12 dB.
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d) Dla jakich warto±ci parametrów regulatora PI zapas
fazy ukªadu regulacji b¦dzie wynosiª ∆PI

p = 45◦, za±
pulsacja odci¦cia ωPI

gc amplitudowej charakterystyki
odpowiedniego ukªadu otwartego b¦dzie równa ωPI

gc =
1.25ωP

gc?
e) Oszacuj warto±ci nastaw regulatora PI, przy których

zapas wzmocnienia ukªadu regulacji b¦dzie równy
∆PI

g = 18 dB, za± pulsacja odci¦cia ωPI
pc fazowej

charakterystyki odpowiedniego ukªadu otwartego b¦-
dzie wynosiªa ωPI

pc = 0.85ωP
pc.

a) Z tabeli 1 odczytujemy pulsacj¦ odci¦cia

ωP
pc = 14.433 rad · s−1

fazowej charakterystyki otwartego ukªadu regulacji bez
korekcji, a nast¦pnie wyznaczamy zapas wzmocnienia
∆P

g tego ukªadu

∆P
g = −20 log(|Gp(jω

P
pc)|) = −20 log(0.2204) = 13.135 dB.

W tej samej tabeli znajdujemy warto±¢ pulsacji odci¦cia

ωP
gc = 5.776 rad · s−1

amplitudowej charakterystyki otwartego ukªadu regu-
lacji bez korekcji i na tej podstawie obliczamy zapas fazy
∆P

p tego ukªadu

∆P
p = 180◦ + arg Gp(jω

P
gc) = 180◦ − 114.55◦ = 65.45◦.
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• Przyjmijmy nast¦puj¡c¡ transmitancj¦ regulatora PI

Gc(s) = kp +
ki

s
.

b) Postawione zadanie nie ma jednoznacznego rozwi¡zania.
Zakªadaj¡c przykªadow¡ warto±¢ swobodnego parametru

ϑp
PI = −5◦

nastawy regulatora PI wyznaczamy ze wzorów:

kp =
cos ϑp

PI

|Gp(jωPI
gc )| (13)

ki =
−ωPI

gc sin ϑp
PI

|Gp(jωPI
gc )| (14)

przy czym pulsacja odci¦cia ωPI
gc amplitudowej charak-

terystyki otwartego ukªadu regulacji wynika z równania
arg Gp(jω

PI
gc ) = ∆PI

p − ϑp
PI − 180◦ = −120◦.

Pulsacj¦ t¦ ªatwo odczytujemy z tabeli 1
ωPI

gc = 6.225 rad · s−1.

Parametry regulatora PI maj¡ zatem warto±¢:
kp = 1.093 oraz ki = 0.595 s−1.

Zapas wzmocnienia tak uzyskanego ukªadu wynosi
∆PI

g = 11.78 dB

przy pulsacji odci¦cia fazowej charakterystyki odpowied-
niego otwartego ukªadu równej

ωPI
pc = 13.97 rad · s−1.
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c) Zadanie tak»e nie posiada jednoznacznego rozwi¡zania.
Przyjmuj¡c przykªadow¡ warto±¢ roboczego parametru

ϑg
PI = −5◦

nastawy regulatora PI obliczamy ze wzorów:

kp =
10−∆PI

g /20 cos ϑg
PI

|Gp(jωPI
pc )| (15)

ki =
10−∆PI

g /20ωPI
pc sin ϑg

PI

|Gp(jωPI
pc )| (16)

w których ωPI
pc jest pulsacj¡ odci¦cia fazowej charak-

terystyki ukªadu otwartego, wyznaczon¡ z równania

arg Gp(jω
PI
pc ) = −ϑg

PI − 180◦ = −175◦.

Z tabeli 1 wynika, »e

ωPI
pc = 13.419 rad · s−1.

Parametry regulatora wynosz¡ zatem:

kp = 0.979 oraz ki = 1.1498 s−1.

Rozwa»any ukªad regulacji posiada zapas fazy

∆PI
p = 53.99◦

przy pulsacji odci¦cia amplitudowej charakterystyki u-
kªadu otwartego równej

ωPI
gc = 5.773 rad · s−1.
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d) Parametry regulatora PI, zapewniaj¡ce ukªadowi regu-
lacji wska¹niki

∆PI
p = 45◦ oraz ωPI

gc = 1.25ωP
gc = 7.22 rad · s−1

wyznaczamy ze wzorów (13) oraz (14), przy czym w tym
przypadku

ϑp
PI = ∆PI

p − arg Gp(jω
PI
gc )− 180◦

= 45◦ + 130.83◦ − 180◦

= −4.17◦.

Rozwi¡zaniem jest zatem regulator o parametrach:

kp = 1.3379 oraz ki = 0.7043 s−1.

Zapas wzmocnienia ukªadu, w którym zastosowano ten
regulator, wynosi

∆PI
g = 10.04 dB

za± pulsacja odci¦cia charakterystyki fazowej odpowied-
niego ukªadu otwartego ma warto±¢

ωPI
pc = 13.99 rad · s−1.

e) Regulator PI powinien zapewni¢ wska¹niki:

∆PI
g = 18 dB oraz ωPI

pc = 0.85ωP
pc = 12.268 rad · s−1.

Parametry regulatora wyznaczamy ze wzorów (15) oraz
(16), w których kªadziemy

ϑg
PI = − arg Gp(jωpc)−180◦ = 168.78◦−180◦ = −11.22◦.
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Poszukiwane parametry regulatora PI równaj¡ si¦:

kp = 0.4054 oraz ki = 0.9865 s−1.

Wynikowy zapas fazy ukªadu regulacji wynosi

∆PI
p = 73.29◦

przy pulsacji odci¦cia charakterystyki amplitudowej ukªadu
otwartego

ωPI
gc = 2.723 rad · s−1.

• Zauwa»my, »e zadanie rozwi¡zano w oparciu o niepa-
rametryczny model sterowanego obiektu.
'W rzeczywisto±ci' transmitancja tego obiektu ma posta¢

Gp(s) =
2.4

(1 + 0.2s)2(1 + 0.04s)(1 + 0.01s)
.
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REGULATOR PID

• Rozwa»my ukªad regulacji (rys. 21) zªo»ony z obiektu o
transmitancji Gp(s) oraz regulatora PID o idealizowanej
transmitancji

GPID(s) = kp +
ki

s
+ kds.

Rysunek 21: Strukturalny schemat ukªadu regulacji

• Okre±limy warto±ci nastaw kp, ki oraz kd tego regula-
tora, które zapewni¡ projektowanemu ukªadowi wyma-
gane wªasno±ci, opisane specy�kacjami dotycz¡cymi ka»-
dej z trzech podstawowych dziedzin jako±ci regulacji:
stabilno±ci, szybko±ci oraz dokªadno±ci.

• Niech ωgc oznacza pulsacj¦ odci¦cia amplitudowej charak-
terystyki transmitancji otwartego ukªadu regulacji, za±
∆p oznacza zapas fazy projektowanego ukªadu. Mamy
zatem:

|GPID(jωgc)Gp(jωgc)| = 1

arg(GPID(jωgc)Gp(jωgc)) = ∆p − 180◦.

• Zachodzi
lim
s→0

sGPID(s) = ki
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co oznacza, i» warto±¢ parametru ki oszacowa¢ mo»na na
podstawie wymaganej statycznej dokªadno±ci regu-
lacji (w szczególno±ci odnosi si¦ to do wymaga« wyra»o-
nych poprzez ograniczenia naªo»one na warto±ci wspóª-
czynników wzmocnienia pr¦dko±ciowego kv lub wzmoc-
nienia przyspieszeniowego ka).

• Przyjmuj¡c ki jako nastaw¦ swobodn¡, otrzymujemy:

kp(ki) =
cos ϑp

PID

|Gp(jωgc)| (17)

kd(ki) =
sin ϑp

PID

ωgc|Gp(jωgc)| +
ki

ω2
gc

(18)

gdzie

ϑp
PID = arg GPID(jωgc) = ∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦.

• Wymagania dotycz¡ce stabilno±ci zamkni¦tego ukªadu
regulacji mo»na tak»e formuªowa¢, podaj¡c nierówno±-
ciowe ograniczenia na warto±¢ wska¹nika oscylacyjno±ci
Mr ukªadu zamkni¦tego b¡d¹ te» na warto±¢ przeregu-
lowania κ odpowiedzi skokowej tego ukªadu.

• Podobnie post¦puje si¦ w przypadku wymaga« odnosz¡-
cych si¦ do szybko±ci regulacji � wymagania takie
mog¡ by¢ wyra»one w postaci ogranicze« nierówno±cio-
wych naªo»onych na pasmo przenoszenia ω3dB ukªadu
zamkni¦tego, na rezonansow¡ pulasacj¦ ωr tego ukªadu,
b¡d¹ te», ewentualnie, na czas ustalania Ts∆ jego odpo-
wiedzi skokowej.
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• W przypadku, w którym wymagania projektowe sfor-
muªowano w postaci pary wska¹ników

(∆g, ωpc)

gdzie ∆g jest zapasem wzmocnienia, za± ωpc oznacza
pulsacj¦ odci¦cia fazowej charakterystyki transmitancji
GPID(s)Gp(s), odpowiednie zale»no±ci na parametry kp

oraz kd regulatora PID przyjmuj¡ posta¢:

kp(ki) =
cos ϑg

PID

10∆g/20|Gp(jωpc)|
kd(ki) =

sin ϑg
PID

10∆g/20ωpc|Gp(jωpc)|
+

ki

ω2
pc

z wyró»nionym swobodnym parametrem ki oraz k¡tem

ϑp
PID = arg GPID(jωpc) = − arg Gp(jωpc)− 180◦.
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Przykªad 12

• Dla sterowanego obiektu opisanego transmitancj¡

Gp(s) =
5

(1 + 0.2s)(1 + 0.02s)(1 + 0.006s)(1 + 0.001s)

wyznacz warto±ci nastaw regulatora PID, przy których
ukªad zamkni¦ty b¦dzie posiadaª:

� wska¹nik oscylacyjno±ci Mr ≈ 1.4,
� pulsacj¦ rezonansow¡ ωr ≈ 100 rad · s−1,
� wzmocnienie pr¦dko±ciowe kv = 100.

• Na podstawie wska¹nika oscylacyjno±ci Mr wyznaczamy
(pomocnicz¡) przybli»on¡ warto±¢ wspóªczynnika tªu-
mienia ζ, odpowiadaj¡cego parze dominuj¡cych sprz¦-
»onych biegunów zespolonych transmitancji zamkni¦te-
go ukªadu regulacji

ζ = 0.3874.

Wspóªczynnikowi temu przyporz¡dkowa¢ mo»na osza-
cowanie zapasu fazy

∆p = 41.933◦.

• Przybli»on¡ warto±¢ pulsacji odci¦cia ωgc amplitudowej
charakterystyki transmitancji otwartego ukªadu regulacji
obliczamy na podstawie wymaganej pulsacji rezonan-
sowej ωr

ωgc = 103.1 rad · s−1.
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Dla pulsacji odci¦cia zachodzi:
|Gp(jωgc)| = 0.0894

arg Gp(jωgc) = −188.98◦

zatem
ϑp

PID = arg GPID(jωgc)

= ∆p − arg Gp(jωgc)− 180◦

= 50.913◦.

• Wspóªczynnik wzmocnienia pr¦dko±ciowego rozwa»ane-
go ukªadu regulacji dany jest wzorem

kv = lim
s→0

sGPID(s)Gp(s) = lim
s→0

kiGp(s).

Przeto, bior¡c pod uwag¦, »e
kiGp(0) = 100

otrzymujemy
ki = 20.

Warto±ci pozostaªych parametrów tego regulatora obli-
czamy na podstawie wzorów (17) oraz (18), uzyskuj¡c:

kp = 7.0523 oraz kd = 0.08609 s.

Transmitancja regulatora PID przyjmuje zatem posta¢

GPID(s) = 7.0523 +
20

s
+ 0.08609s.

• Ukªad zamkni¦ty z tym regulatorem posiada wªasno±ci
opisane wska¹nikami (vivat MATLAB!):

∆g = 18.86 dB, ∆p = 41.9◦, ωpc = 369.1 rad · s−1

Mr = 1.4, ωr = 99.89 rad · s−1, kv = 100.



60

• Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki ukªadu otwartego po-
kazano na rys. 22.

Rysunek 22: Cz¦stotliwo±ciowe charakterystyki otwartych ukªadów regulacji:
- - - ukªad bez korekty, � ukªad z regulatorem PID.

piotrJsuchomski


