METODY
CZESTOTLIWOSCIOWE —
KRYTERIUM NYQUISTA

Przyklad 1

Wykresl charakterystyke Nyquista odpowiadajaca trans-
mitancji pewnego uktadu otwartego
ko
(—14+8)(3+s)(4+s)
Ktadac ky = 20, zbadaj czy uklad po zamknieciu petli jed-
nostkowego ujemnego sprzezenia zwrotnego bedzie uktadem
stabilnym.

GO(S) = ko > 0. (1)

e Argument widmowej transmitancji Go(jw):

arg Go(jw) = —180°+arctan w—arctan <§> —arctan (%) :

e Mamy zatem arg Go(jw)|w—o = —180° oraz arg Go(jw)|w—oo =
—270°. Ponadto, dla w € O"(0) obowiazuje zaleznos¢

7
arg Go(jw) = —180° 4 arctan w — arctan <12 _ww2>

w(5 — w?)
= —180° t —
+ arc an<12+6w2)

z ktorej wynika, ze arg GO(jw)’we(o,\/E) > —180°.
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Rysunek 1: Przyktad 1: charakterystyka Nyquista uktadu otwartego.

e Aby odpowiedzie¢ na pytanie o stabilnos¢ uktadu zam-
knietego, nalezy rozwazy¢ potozenie punktow —ko/kmin
oraz —ko/kmax Na ujemnej rzeczywistej potosi plaszczyz-
ny zespolonej w stosunku do polozenia punktu (—1, 50).

e Mozliwe sa trzy przypadki:

— ko < kmin, ktoremu odpowiada N = 0 (rys. 2a),
— kmin < ko < Fmax, dla ktorego N = —1 (rys. 2b),
— ko > kmax, w ktorym przyjmujemy N = 1 (rys. 2c),

gdzie
Kin = L =12
" Go(jw) ko=1,w=0
1
kmax —_ T — 42
|Go(jw)| ko=1,w=\5

za§ N okresla, ile razy rozwazana charakterystyka ob-
chodzi zgodnie z ruchem wskazowek zegara punkt (—1, 50),
gdy w zmienia si¢ od —oo do +o0.
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Rysunek 2: Przyktad 1: charakterystyka Nyquista uktadu otwartego.

e Poniewaz transmitancja uktadu otwartego (1) ma jeden
biegun w prawej polptaszczyznie zespolonej (P = 1),
zatem tylko drugi z powyzszych przypadkow (to znaczy,
gdy N = —1) odpowiada stabilnemu uktadowi zamknie-
temu.

e liczba biegunéw transmitancji uktadu zamknietego, leza-
cych w prawej polptaszczyznie zespolonej wynosi

Z=N+P=-14+1=0.



e W pierwszym przypadku (N = 0) transmitancja uktadu
zamknietego bedzie miata jeden biegun w prawej potpta-
szczyznie zespolonej

e Zas w przypadku trzecim (N = 1) — beda dwa takie
bieguny

o A zatem przy kg = 20 (czyli dla kyin < ko < Emax —
co odpowiada drugiemu przypadkowi) rozwazany uktad
regulacji bedzie uktadem stabilnym w sensie BIBO. Z
rys. 2 wynika, ze w tym przypadku mozna moéwié o
dwoch zapasach wzmocnienia

kmax
]\4;r = 201og < ) = 6.44dB
ko

oraz

_ ko
M, =20log <k: ) = 4.44dB.

min

e Zapas M g+ jest miarg odpornosci stabilno$ci zamknietego
uktadu regulacji na wzrost wartosci parametru kg uktadu
otwartego. 7 kolei, zapas M, moéwi o odpornosci stabil-
nosci uktadu zamknietego w przypadku spadku wartosci
tego parametru.



Przyklad 2

Stosujac kryterium Nyquista, zbadaj stabilnos¢ zamkniete-

go uktadu regulacji z jednostkowym ujemnym sprzezeniem

zwrotnym, jezeli wiadomo, ze transmitancja toru glownego

tego uktadu ma postac

G()(S) =

]43(1 + TQS)

(—1 + Tls)(l + TQS)(l + TgS)

(2)

przy czym k = 10, Ty = 0.05s, Ty} = 0.1s, T5 = 0.02s oraz

Ty = 0.255.
e Dla uktadu otwartego mamy
. k(l +ij0) .
Go(jw) = : : : =U(w)+3V(w
oU) = e + jul) (1 5 juTy WV
gdzie
U(w) —10—-3.05-1071 - w? —25-107% - w!
w) =
1+729-1072-w?+6.54-107* - w* +2.5- %é))_7 - w9
1.2—-6-107%-w?
V(w) = wl w) :
14+729-1072-w?+6.54-1074 - w* +2.5- (12)‘7 - WS
o Ze wzorow (3) 1 (4) wynika co nastepuje:
w=0: Uw)=-10, V(w)=0
0<w<oo : Uw)<0
w—o0o : Uw)—0, V(w) —0
W= wpe = /505 = V200 : U(w) =—-1.85185, V(w)=0
0<w<wy : V(w)>0
wpe <w < o0 : V(w)<0.




Rysunek 3: Przyktad 2: charakterystyka Nyquista otwartego uktadu regu-
lacji.

o W mysl podstawowej reguly zwiazanej z kryterium Nyquista,
mamy

Z=N+P

gdzie: Z — liczba biegunéw zamknietego uktadu leza-
cych w prawej potptaszczyznie zespolonej, N — liczba
okrazen punktu kontrolnego (—1, j0) zgodnych z ruchem
wskazowek zegara przy poruszaniu sie wzdluz charak-
terystyki Nyquista dla pulsacji w zmieniajacej sie od
—o0 do 400, P — liczba biegunéw uktadu otwartego,
nalezacych do prawej potptaszczyzny zespolone;j.

e Ze wzoru (2) wynika, ze jeden biegun transmitancji ba-
danego uktadu otwartego znajduje sie w prawej poipta-
szczyznie zespolonej (P = 1).

Na podstawie rys. 3 otrzymujemy N = —1. Poniewaz
Z =0, zatem rozwazany ukltad zamkniety jest stabilny.



Przyklad 3

Transmitancja uktadu otwartego:

Gols) k> 0. (5)

- 82(3+s)]
Korzystajac z kryterium Nyquista, okredl liczbe biegunéw
transmitancji odpowiedniego ukladu zamknietego (jednos-
tkowe ujemne sprzezenie zwrotne), lezacych w prawej pol-

ptaszczyznie.

ilm Gy (s)
L C
A

C

! Cu
. \< /— Re Gy(s)

/{ C|"
A
\Cwv

Rysunek 4: Przyktad 3: kontur Cauchy’ego dla uktadu z biegunem w zerze.

e Transmitancja (5) posiada podwojny biegun dla s = 0.
Kontur Cauchy’ego C, stosowny dla tego przypadku,
przedstawiono na rys. 4, wyrbzniajac pie¢ fragmentow:

Cr @ s=pe? p>0,0°<¢<90°

Crr @ s=jw, p<w<oop>0

Crir @ s ==£joo (6)
Crv @ s=jw, —co<w< —p, p>0

Crv :+ s=pel?, p>0, —90° < ¢ < 0°.



e Odwzorowanie
Gy : C—C, s Gy(s)

przy p — 07, wyznacza charakterystyke Nyquista uktadu
otwartego (5). Dla s € Cp mamy

k
seCp - p2€j2‘p(3—|—p€j9‘7)

Go(s)]

a zatem dla dostatecznie matego promienia p > O:

Gl ooy ™ 55> 1
GO e = 5> 1
e P
arg GO(S)’s:pej‘P,p>0,tp=90° = —180° — arctan ({—;) .

e Dla s = pe/% p > 0, zachodzi arg Gy(s) < —180°. Na
tej podstawie wnioskujemy, ze charakterystyka Nyquista
uktadu (5) przechodzi do drugiej ¢wiartki plaszezyzny
zmiennej zespolonej s.

e Gdy s € Cyy, wtedy arg Go(s)|sec,, = —180°—arctan(w/3).
e Dla s € Cyy zachodzi lim;_ . |Go(s)| = 0.

e Przebieg charakterystyki Nyquista dla

s € CpUCr Ul

oraz pewnego promienia p > 0 pokazano na rys. 5.
Symetryczny fragment tej charakterystyki, odpowiada-
jacy s € Cry U Cyr, zaznaczono linig przerywana.



Rysunek 5: Przyktad 3: charakterystyka Nyquista uktadu otwartego z pod-
woéjnym biegunem w zerze.

e Jak widziemy, liczba okrazeri kontrolnego punktu (—1, 50)
zgodnie z ruchem wskazowek zegara wynosi

N =2.

e Poniewaz badany uktad otwarty nie posiada biegunow
w otwartej prawej potptaszczyznie zespolone;j

P=0

(funkcja Gy (s) jest funkcja analityczna dla s nalezacych
do wnetrza IntC konturu Cauchy’ego C), zatem liczba
biegunéw transmitancji uktadu zamknietego w otwartej
prawej potplaszcezyznie zespolonej wynosi

Z=N+P=2
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Przyklad 4

Wykresl charakterystyke Nyquista transmitancji
k(2+s)

G = —

ols) s(—1+s)’

pewnego uktadu otwartego. Dla jakich k£ uktad zamkniety z

jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym bedzie ukta-
dem stabilnym?

k> 0. (7)

e Transmitancja (7) ma biegun dla s = 0. Kontur Cau-
chy’ego C dla tego przypadku dany jest wzorem (6) (zob.
rys. 4). Odwzorowanie Gy : C — C, s — Go(s), przy
p — 0%, wyznacza przebieg charakterystyki Nyquista
tego uktadu. Dla s € Cp zachodzi

k(24 pei?)
seCp — p€j¢(_1+pe]¢)
a zatem, gdy tylko p > 0 jest dostatecznie 'mate’:

Go(s)]

2k
GO(S)’s:pew,P>0»@:00 ~ _7
2k
‘GO(S)Hs:pej"’,p>07<P:900 ~ 7
arg GO(S)‘S:pej‘P,p>07<P:900 = —270° + arctan (g) + arctan p.

e Dla s € C;; mamy

—270° + arctan (%) dlaw < V2
arg Go () e, = —180° dla w = /2
—90° + arctan (3—“’) dla w > V2.

2—w? (10)
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e 7 kolei, dla s € Cryy zachodzi lim, . |Go(s)| = 0.

e Ze wzorow (8) oraz (9) wynika, ze dla s € Cp charak-
terystyka Nyquista uktadu otwartego (7) zawiera si¢ tyl-
ko w drugiej ¢wiartce. Z kolei, na podstawie wzoru (10)
wnioskujemy, ze przy pulsacji w = wp, = V2 charak-
terystyka Nyquista przechodzi do trzeciej ¢wiartki.

e Dla w = wy, zachodzi Gy(jwy.) = —k.

e Charakterystyki Nyquista uktadu (7) wykreslamy dla

seCpUCirUCrrr, p>0

Przebieg ten na rys. 6 uzupelniono (linia przerywana)
fragmentem odpowiadajacym

S € C[V U Cyn.

a) b)
ilm Gy (s)

Rysunek 6: Przyktad 4: charakterystyka Nyquista niestabilnego uktadu ot-
wartego (P = 1), ktory po zamknieciu petli ujemnego sprzezenia zwrotnego:
a) pozostaje niestabilny (N =1, Z = N+ P = 2), b) jest stabilny (N = —1,
Z=N+P=0).
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e Rys. 6a dotyczy przypadku a), w ktorym k& < 1, zas rys.

6b — przypadku b), gdy k£ > 1. Tylko drugi z tych przy-
padkéw odpowiada stabilnemu uktadowi zamknietemu.

Transmitancja (7) posiada jeden biegun s = 1 w ot-
wartej prawej polptaszczyznie. Mamy zatem

P=1.

W pierwszym z wyrodznionych przypadkow, przy k < 1,
charakterystyka Nyquista otwartego uktadu (7) okraza
jeden raz punkt kontrolny (—1,70) zgodnie z ruchem
wskazowek zegara (rys. 6a)

N =1.
Odpowiedni uktad zamkniety jest zatem niestabilny i

jego transmitancja ma dwa bieguny w prawej poipta-
szczy7nie zespolonej

Z=N+P=2.

W przypadku b), to znaczy przy k > 1, charakterystyka
Nyquista uktadu otwartego(7) jednokrotnie obiega punkt
(—1, j0) przeciwnie do ruchu wskazowek zegara (rys. 6b)

N =-1

co oznacza, ze dla tego przypadku zamkniety uktad jest
stabilny
Z=N+P=0.
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Gp(s)

Rysunek 7: Schemat ukladu zamknietego.

e Dla uktadu z rys. 7 definiujemy pulsacje odciecia charak-
terystyki amplitudowej w,. oraz pulsacj¢ odcigcia charak-
terystyki fazowej w,. uktadu otwartego, odpowiednio:

wye  |Go(jwge)| =1
wWpe = arg Go(jwy.) = —180°.

e Na tej podstawie wyznaczamy zapasy (marginesy) sta-
bilnosci uktadu zamknietego — zapas wzmocnienia M,
(A) oraz zapas fazy M, (A,), odpowiednio (rys. 8):

M, = 201log(1/|Go(jwpe)l)
M, = 180° + arg Go(jwye).

2) ‘ ‘ b) ‘
arg G, (jo)
0 0
Gl jo)l
[dB] N\
MpI
-180°
Dgc Opc ) Dgo ®pc
wlrad-s7'] Y wlrad s

Rysunek 8: Charakterystyki uktadu otwartego: a) amplitudowa, b) fazowa.
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METODY
CZESTOTLIWOSCIOWE —
REGULATORY P oraz 1

Przyklad 5: regulator P

e Dany jest uktad regulacji (rys. 9), ztozony z obiektu o
transmitancji

B 0.4
~ s(140.45)(1 +8.25)

oraz regulatora proporcjonalnego o transmitancji

Gy(s)

Ge(s) = k.

—?—p G(s) | Gpl(s)

Rysunek 9: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e Wyznacz wzmocnienie k. tego regulatora, zapewniajace
zamknietemu uktadowi zapas fazy A, = 45°.

e Oszacuj:

— wskaznik oscylacyjnosci M,.,
— pulsacje rezonansowa w, oraz

— pasmo przenoszenia wsdp

zaprojektowanego uktadu.
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e Pulsacja odci¢cia wy. amplitudowej charakterystyki trans-
mitancji

Go(s) = keGp(s)
uktadu otwartego spetnia réwnanie
arg Go(jwge) = A, — 180°.
e Dla rozwazanego obiektu mamy:
—90° — arctan(0.4w,.) — arctan(8.2w,.) = 45° — 180°.

Y
3.28w), + 8.6wye — 1 =0
Y
wge = 0.1115rad - s1.
e Poniewaz dla pulsacji wy. zachodzi
|Go(jwge)| = [kcGp(jwge)| = 1
Y
ke = 1/|Gp(Jwye)l.
e Po podstawieniu |G,(jwge)| = 2.6438, otrzymujemy
k. = 0.3782.

e MATLAB gtosi, ze:
M, = 1.308, w, = 0.109rad - s, wyqp = 0.184rad - s~ .
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Przyklad 6: regulator I

e Uktad regulacji (rys. 9) zlozony jest z obiektu o opera-
torowej transmitancji

3
(1+4s)(1+12s)

Gy(s) =

oraz regulatora catkujacego opisanego transmitancja

e Wyznacz parametr k. > 0 tego regulatora, przy ktorym
zamkniety uktad charakteryzuje sie zapasem wzmocnienia

A, =12dB.

e Oszacuj zapas fazy A, oraz pasmo przenoszenia wsqp
tego uktadu.

e Pulsacja odci¢cia wy, fazowej charakterystyki transmi-
tancji uktadu otwartego

spetnia rownanie

arg Go(jwpe) = —180°.

arg (M> = —90° — arctan(4w) — arctan(12w)
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4

16wy, o

arctan(4w,.)+arctan(12w,.) = arctan T&uﬁc -
Y

wpe = 0.1443 rad - s71.

e Wymaganie dotyczace zapasu modutu zapisujemy w postaci
rOwnania

1
2010 =A
° (— - |Gp<jwpc>|> ’

Y
k, = 10"2/20. L
|Gy (jwpe)]

J

k. = 0.0279.
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e Zapas fazy odczyta¢ mozna z charakterystyk czestotli-
wosciowych uktadu otwartego (rys. 10a,b).

3) 5 b)
100°.219 Go(jm)
0
|G jw)l
20} [4g] -140°
-40 API
-180°
60
-80 220°
-100 oge -2600 D g ®pc 3
\ o[rad-s™
20— 2 A 0 1
10 10 10 10 10
b)
1o0°Larg Go(jm)
-140°
ApI
-180°
220°
-260° Pgc ©pc
m[rad-s'1]
-2 -1 o] 1
10 10 10 10

Rysunek 10: Przyktad 6: charakterystyki czestotliwosciowe transmitancji
uktadu regulacji: a,b - uktad otwarty, ¢ - uktad zamkniety.

e Zapas fazy wynosi A, ~ 38° przy pulsacji odciecia cha-
rakterystyki amplitudowej transmitancji Go(s) uktadu
otwartego réwnej wy. ~ 0.064rad - s~ 1.

e Pasmo wsgp ~ 0.11rad - s7! odczytujemy z charak-
terystyki amplitudowej |G (jw)| zamknietego uktadu re-
gulacji (rys. 10c).
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Przyktad 7: model nieparametryczny

e Mamy czestotliwosciowa charakterystyke sterowanego o-
biektu (tabela 1). Taki nieparametryczny model tego
obiektu pozyskano, przeprowadzajac odpowiedni ekspe-

ryment pomiarowy.

Tabela 1.

Czestotliwosciowe charakterystyki obiektu regulacji

wlrad - s~ | [Gp(jw)] | arg Gp(jw)
1.193 2.6407 -100°
1.404 2.2441 -110°
1.642 1.8872 -120°
2.209 1.2988 -140°
2.919 0.8691 -160°
3.788 0.5729 -180°
4.823 0.3780 -200°
7.332 0.1753 -240°
9.492 0.1071 -270°

e Obiekt ten sterowany jest w uktadzie zamknietym za po-
moca regulatora proporcjonalnego G.(s) = k. (rys. 11).

Dobierz wzmocnienie k. tego regulatora, zapewniajace
temu uktadowi zapas wzmocnienia A, > 12dB oraz za-

pas fazy A, > 60°.

r(t)

Rysunek 11: Strukturalny schemat uktadu regulacji
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e Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z jednym stop-
niem swobody regulatora i podwéjnym wymaganiem,
dotyczacym zapasow stabilnosci.

e Zaktadajac spelienie warunku dotyczacego zapasu fazy,
otrzymujemy k. = kL, gdzie

1
‘Gp(]w) | ‘w:1.642 rad-s—1

Zachodzi bowiem (zob. tabela 1):

arg G, (Jw)|w=1.642rad:s1 = A, — 180° = —120°.
e Wzmocnieniu k¥ odpowiada zapas wzmocnienia

1
[ Gy ()|

A, (k) = 201og ( ) = 10.36 dB.

w=3.788rad-s~!

Z tabeli 1 wynika bowiem, iz

arg Gp,(jw)|w=s 788 rads—1 = —180°.

e Uklad z regulatorem proporcjonalnym o wzmocnieniu k?
nie spelnia zatem stawianych wymagan.

e Rozwazmy teraz warunek, dotyczacy zapasu wzmocnie-
nia projektowanego uktadu. Na podstawie danych z
tabeli 1 otrzymujemy wzmocnienie k. = kJ regulatora,
gdzie

10-12/20

— — 0.43849.
|GP (jw) ‘ |w:3.788 rad-s—1
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e Aby okresli¢ zapas fazy Ap(k?) odpowiadajacy takiemu
wzmocnieniu k7, nalezy wyznaczy¢ pulsacje odcigcia wg,
amplitudowej charakterystyki transmitancji

k{Gy(s)
ukladu otwartego z tak nastawionym regulatorem.

e Dla pulsacji wy. zachodzi

, 1
|Gp(Jwge)| = = 2.2806.
Z tabeli 1 odezytujemy, ze wy. ~ 1.404rad - s!, czemu
odpowiada zapas fazy

Ay (k) = 180° 4 arg Gp(jwge) = 70°.

e Proporcjonalny regulator o wzmocnieniu k7 speinia za-
tem warunki zadania.

e Zauwazmy, ze dokonano syntezy regulatora, opierajac
sie tylko na wynikach pomiaru widmowych charakte-
rystyk modelu regulowanego obiektu. Model parame-
tryczny tego obiektu (transmitancja operatorowa) nie
byl tu zatem niezbedny. W uzupetnieniu przyktadu
mozemy zdradzi¢, ze

66—0.25

(140.4s)(1+1.5s)

Jest to zatem obiekt z op6Znieniem, ktore w metodzie
linii pierwiastkowych nalezatoby aproksymowaé odpo-

Gp(s) =

wiednia funkcja wymierna.
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METODY
CZESTOTLIWOSCIOWE —
REGULATORY
DYNAMICZNE

REGULATOR PRZYSPIESZAJACY FAZE lead

e Uktad regulacji (rys. 12) sktada sie z obiektu o trans-
mitancji G(s) oraz regulatora przyspieszajacego faze

(lead)

14+1T,s

Gel(s) = ke~ T T)s

gdzie

ke>0 oraz 0<T7T,<T,.

r(t) u(t) c(t)
—»O—» G.(s) Gy(s)

Rysunek 12: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e Rozwazymy reguly doboru parametrow k., 7,1 T, trans-
mitancji regulatora, wynikajace z wymagan projekto-
wych dotyczacych przede wszystkim stabilno$ci uktadu
zamknietego oraz szybko$ci regulacji.
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e Zachodzi

1+ T2w?
1+ T3w?

oraz

T, -1,
arg G.(jw) = arctan (Z(quT—pTiz;> > 0.

e Charakterystyka fazowa argG.(jw) osiagga maksimum

dla pulsacji
wm = /1,71

przy czym
T, — 1T,
arg G.(jw,,) = arctan | ———%

e Przyktadowy przebieg rozwazanych charakterystyk po-
kazano na rys. 13a,b.

a) ‘ ‘ ‘ b)900 ‘
|G (jw)|[dB] argGy(jo)
ke,
2OIOQ% // arctg T2 Tp
P 4 2|TpTy
/
ke
20log 4
VT
20log K / |
1 W1 1 1 W1 1
T, VT T o T T T 3
p ofrad-s™] o° L . ioefrad-sT]

Rysunek 13: Czestotliwosciowe charakterystyki transmitancji G.(s) regula-

tora lead.
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e Wprowadzajac oznaczenie

T,
a=—  a>1
1y
otrzymujemy:
Ja 1
w _= _=
"o, T/ o
oraz

arg G.(jw,) = arctan (3\;5) :

| argGg(jo)

m:o)m(oc)

0 5 10 15 20 25 30

Rysunek 14: Maksymalny kat fazowy transmitancji G.(s) regulatora lead.

e Minimalna warto$é¢é parametru «, przy ktorej mozliwe
jest uzyskanie danego przesuniecia fazy ;.qq, wynosi

1 4 sin Wjeqq

= 0 < Vjeqa < 90°.
1 —sin ﬁlead7 fead

QY
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e Ponadto mamy uzuteczne formuty:
Y — 1
ay + 1
2/,
ay + 1
1+ sin ﬁlead

c0S Vjead
cOS Vead

sin ﬁlead =

coS Vyeqd =
VOy =
1 —sin ﬁlead.

e Wymagania dotyczace stabilno$ci i szybkosci uktadu
zamknietego specyfikuje sie, podajac pare

(Apv WQC)

gdzie A, oznacza zapas fazy, zas w,. jest pulsacja
odciecia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji ukladu otwartego G.(s)G,(s).

e Zachodzi zatem:

|Gc(ngc)Gp(jW90)| =1
arg(Ge(jwee)Gp(jwge)) = A, —180°.

e Wzory te zapisa¢ mozna w réwnowazne]j postaci

. ejﬂ]lgead

gdzie

V)ua = 818 Ge(jwge) = Ap — arg Gp(jwy.) — 180°.



e Przy spelnieniu nieréwnosciowych warunkéw niezbed-
nosci i wystarczalnosci regulatora forsujacego faze

0° <], 4 <90°

otrzymujemy nastepujace formuty, w ktérych wzmocnie-
nie k. > 0 regulatora pelni role swobodnego parametru:

Cos ﬁ?ead B kC|Gp(ngc)|

T,(k.) = :
p( ) Wye S ﬁifead
T.(k) — siny, 4+ weTy(ke) cos i,

kcwgc ‘ Gp (ngc) |
1— kc‘Gp(ngC” COS ﬁfead

kcwgc‘Gp (ngc)| sin ﬁfead .

e Oczekujac stabilnego regulatora, a zatem ktadac T}, (k) >
0, uzyskujemy ograniczenie

b < cos ¥ |
N ‘Gp(JWQCH

Jezeli nieréownosé ta jest speliona, mamy 7% (k.) > 0.

e Przy zalozonej parze wskaznikow jakosci regulacji (A, wye)
swobodny parametr k. regulatora umozliwia, do pewnego
stopnia, ksztaltowanie sterujacego sygnatu u(t). W przy-
padku jednostkowego pobudzenia r(t) = 1(t) oraz obiektu
opisanego $cisle wlasciwa transmitancja G (s) poczatkowa
wartosé ug = u(0) tego sygnatu wynosi

T,

UOch'T
p
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Zatem, przyjecie wymagania
Up < U0 max

w ktorym ugmax 0znacza dopuszczalng poczatkowa war-

to$¢ sygnatu sterujacego u(t), prowadzi do nastepujacego
1
ngc)| cos 19§)ead)

ograniczenia na parametr k.. (przy U) max > e
p

Up max|Gp (ngc)‘ COS ﬁfead —1
|Gy (Jwge) | (w0 max| Gp(Jwge) | — cos ,,4)

0<k. <

Poniewaz

GC<S)‘5:0 — kc
zatem parametr k. mozna tez wyznaczy¢ na podstawie
wymagaii odnosnie statycznej doktadnosci regulacji (wy-
magania takie formuluje sie, ustalajac na przyktad za-
dang wartos¢ wspotczynnika wzmocnienia predkosciowe-
go lub przyspieszeniowego rozwazanego uktadu).

- p o qw P
Rozwazmy regulator o parametrach k., 1), oraz T,
odpowiadajacych minimalnej wartosci of) parametru o

o = (1+sind) )/(1—sind] ), 0<9) ,<90°

lea

przy ktorej uktad charakteryzuje para wskaznikow
(Ap, wge = win).

Mamy:
1

|G (Jwge) [/ vy

cosy, .
‘Gp(jWgC)‘(l + sin ﬁjljead)
1 —sind) ,

p _
kcé‘ —

‘Gp (ngc) ‘ COS ﬁjlgead
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p .
T _ 1 cos V), _ 1 —sind) ,
pv /D c 9P
Waey/ Oy wgc(l + s 19lead) Wyc COS Wead
p : p
TP — Qy cos ﬁ?@ad _ 1 + sin 79lead
20 - : _ p
Wye wgc(l — Sl Wead) Wge COS 19lead
p
I @y
0y .
|Gy (Jwge)]
cos V],

|Gp(ngc>‘(1 — sin 19]l?ead)
1 +sind]
|Gp (ngc) ‘ COs ﬁ?@ad '

e Maksymalnej dopuszczalnej wartosci swobodnego para-
metru k. przyporzadkowana jest idealizowana (niereali-
zowalna) postaé transmitancji regulatora PD

Gpp(s) = kpp(1 + sT3)
gdzie:
cos T}?ead

P _ D __
kpp = ——F—~ oraz T, =

tandy
‘Gp(j Wgc)| Wye .

Transmitancji Gpp(s) odpowiada (oczywiscie) nieogra-
niczona poczatkowa wartosé ugy sygnatu sterujacego u(t)
przy jednostkowym pobudzeniu.

e Analogiczne wyniki uzyskaé¢ mozna dla pary wskaznikow
(Ay, wpe) (zob. skrypt i przyktad 9).
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Przyklad 8

e Obiekt o modelu

Gy(s) !

"~ s(1+0.15)(1 + 0.055)(1 + 0.02s)

sterowany jest za pomocy regulatora G.(s) w ukladzie
pokazanym na rys. 15.

r(t) u(t) c(t)
——0 G(s) Gp(s)

1

Rysunek 15: Strukturalny schemat uktadu regulacji

a) Wyznacz wzmocnienie regulatora proporcjonalnego, przy

ktorym uktad regulacji charakteryzuje sie zapasem fazy
A, = 60°.

b) Wyznacz parametry regulatora forsujacego faze, dla kto-
rych: zapas fazy ukladu regulacji wynosi A, = 60°, pul-
sacja odciecia wéc amplitudowej charakterystyki uktadu
otwartego przyjmuje warto$¢ dwukrotnie wiekszg w sto-
sunku do odpowiedniej pulsacji odciecia wéz uktadu z
punktu a), poczatkowa wartosé uf) sygnatu sterujacego
u(t) w przypadku jednostkowego skokowego pobudzenia
r(t) = 1(t) nie przekracza u) < 15.

Dla kazdego uktadu regulacji oszacuj zapas wzmocnienia,
oraz wzmocnienie predkosciowe.
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a) Regulator proporcjonalny

Wzmocnienie k. regulatora obliczamy ze wzoru

1
he=kl=———
Gy(jwi)]

P oznacza pulsacje odciecia amplitudowej charak-

gdzie wy,
terystyki transmitancji otwartego uktadu regulacji. Pul-
sacja ta spelnia nastepujace rownanie

arg Gp(jw;;) = A, — 180° = —120°.
Korzystajac z czestotliwosciowych charakterystyk trans-
mitancji sterowanego obiektu (MATLAB!), znajdujemy:
wy, = 3.1456rad - s~ oraz |G, (jw;,.)| = 0.29898.

Y
kP = 3.3447.

Poczatkowa warto$é ul sygnaltu sterujacego u(t) przy
jednostkowym skokowym pobudzeniu 7(t) wynosi zatem

ul = 3.3447.

Tak zaprojektowany uktad regulacji charakteryzuje sie
zapasem modulu

Ay =A) =1540dB

przy pulsacji odciecia fazowej charakterystyki transmi-
tancji uktadu otwartego

_ P _ -1
wpe = wy,, = 11.181ad - 3
oraz predkoSciowym wzmocnieniem

k, = kU =3.344757".
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b) Regulator forsujacy faze

e Pulsacja odciecia amplitudowej charakterystyki trans-
mitancji uktadu otwartego ze regulatorem [lead

14+1T,s
Ge(s) = k. - , ke>00<T,<T,
(S) 1 + TpS p
Wynosi
Wge = wéc = Qw;; = 6.2912rad - s~

Pulsacji tej odpowiada:

|Gp(jw.)| = 0.12734 oraz  arg G,(juw),) = —146.81°.

e Na tej podstawie obliczamy kat fazowy

Viead = arg Gc(jwéc) = Ap—arg Gp(jwéc)—ISOO = 26.81°.

e Sprawdzmy, czy wymagania co do sygnatu sterujacego
spelni¢ mozna, biorgc minimalng dopuszczalng war-
t08¢ ay ilorazu o =T, /T,

~ 1+sin Ylead

oy = = 2.64321.

1 - Sin ﬁlead

Poczatkowa wartosé ul) sygnatu sterujacego u(t) przy
jednostkowym skokowym pobudzeniu wynosi w tym przy-
padku

= Y 127676 < 15
|Gp(]wgc)‘

cO oznacza, 1z nie naruszono przyjetego ograniczenia.
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e Parametry regulatora lead wyznaczamy w nastepujacy

sposob:
k. = ! = 4.83
‘ |Gp(jW96)‘\/O‘19 .
1
T, = = 0.0978 s
P Wycer/ Oy
T. = Y9 _ 95845

w'gc

e Uktad regulacji z takim regulatorem charakteryzuje sie
zapasem modulu

A, =A! =102dB

przy pulsacji odciecia fazowej charakterystyki transmi-
tancji uktadu otwartego

Wpe = wllm = 14.99rad - s~ .
Predkosciowe wzmocnienie tego uktadu wynosi

k, = k! = 4.8303s".
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Przyklad 9

e Rozwazmy uktad regulacji o strukturalnym schemacie

przedstawionym na rys. 16, przy czym transmitancja
obiektu dana jest wzorem

1—-0.13s

Gp(s) = s(1+ 0.45)2(1 + 0.065)

zas transmitancja

6—0.085

Ga(8) = T 0025

opisuje czujnik pomiarowy.

t
Tt) G (s) Ly Gpl(s) )
G4(s) J

Rysunek 16: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e W uktadzie zastosowano regulator przyspieszajacy faze

14+T,s
14+ Tps’

Go(s) = k. - ke>0,0<T,<T..

Wyznacz parametry tej transmitancji, zapewniajace u-
ktadowi regulacji zapas wzmocnienia A, = 10dB przy
zalozeniu, ze pulsacja odciecia fazowej charakterystyki
uktadu otwartego wynosi wy. = 3.0rad - s 1.
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e Od regulatora oczekuje sie ponadto, iz odpowiadajacy
mu wspotczynnik predkosciowego wzmocnienia k, osia-
gnie maksymalna dopuszczalna warto$é przy nastepu-
jacym ograniczeniu na poczatkowa wartos¢ ug sygnatu
sterujacego u(t), wystepujacego przy skokowej wielkosci
zadajacej r(t) = 1(f): up < Ugmax = 20. Oszacuj zapas
fazy rozwazanego uktadu.

e Na podstawie czestotliwosciowej charakterystyki trans-
mitancji
Gys(s) = Gp(s)Gs(s)
czyli transmitancji szeregowego potaczenia sterowanego
obiektu oraz pomiarowego czujnika, wyznaczamy:

|Gps(jwpe)| = 0.14406  oraz  arg Gps(jwpe) = —239.083°.

o Kat V00 = arg G(jwye) wynosi zatem

ﬁlead = arg Gc(jwpc) = —arg Gps(jwpc)—1800 = 59.083°.

Poniewaz zachodzi

1
o . = 4.2725
U 10A9/20‘Gp5(]wp6)’ COS ﬁlead)il

przeto przyjmujac uy = Ugmax, CO zapewnia maksy-
malny osiggalny wspotczynnik predkosciowego wzmoc-
nienia k,, parametr k. regulatora wyznaczamy ze wzoru

1OA‘Q/QOUO max‘Gps (jwpc)| COS ﬁlead —1

ke =
1020/20| Gl (jwpe ) [ (1029/20U0 max| Gps (Jwpe) | — €08 Vi)
= 0.9399.
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e Na tej podstawie obliczamy pozostate parametry regu-
latora:

Dtead — 1029/ 20k, |G s (Fwpe
7, = S2llead o)l _ () 013396 ¢

Wpe SIN Wjeqa

TZ _ sin ﬁlead + Wchp CO.S ﬁlead — 0.70779 s.
10484/ Dk ewpe| Gps(Jwpe)|

e Uzyskany uktad posiada predkosciowe wzmocnienie
ky = 0.9399s

oraz zapas fazy
A, =63.26°

przy pulsacji odciecia amplitudowej charakterystyki u-
ktadu otwartego

wge = 0.998 rad - s 1.
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REGULATOR OPOZNIAJACY FAZE lag

e Uklad regulacji (rys. 17) sktada sie z obiektu opisanego
operatorowa transmitancja G,(s) oraz regulatora opoz-
niajacego faze (lag) o transmitancji

1+1T,s
Gc(s):kc.—l_'_T;S, ke>0,0<T,<T,.
r{t) u(t) c(t)
—O—» Gq(s) Gp(s)

Rysunek 17: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e Rozwazmy wilasnosci czestotliwosciowych charakterystyk
transmitancji G.(s) tego regulatora. Mamy:

[1+ T202
GC ; = k.- -

T, — T,
arg G.(jw) = —arctan (i%—pT—pTZZ;> < 0.

Fazowa charakterystyka arg G.(jw) osigga minimum dla
pulsacji

1

W =

T,T.

przy czym

T _T,
arg G.(jw,,) = — arctan (#) .
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b) o
- i 0 - i
IG;(jw)[dB] argGyljw)
N
20log k¢ N
\
\ 1 Tp_ TZ
—arcty
20l0g K¢ \ 2YTpT,
VT T, N
N
N\
k 1 1 1 1 1 1
20log £ 2 | — L S a1
To To VTpTz Tz jrad- 571 00° T2 VT2 Tp olrad-s™

Rysunek 18: Czestotliwosciowe charakterystyki transmitancji G.(s) regula-
tora lag.

e Podamy reguly doboru parametréw k., T}, oraz T, trans-

mitancji regulatora lag, wynikajace przede wszystkim
z wymagan dotyczacych stabilno$ci oraz statycznej
doktadnos$ci regulacji.

e Ponieway

GC(S) ‘520 — kc

zatem parametr k. regulatora mozna wyznacza¢ bezpo-
srednio na podstawie zadanej doktadnosci.

e Wymagania, odnoszace sie do zapasu stabilnosci oraz —

w pewnym stopniu — do szybkosci regulacji, wyrazane
sa w postaci par wskaznikow

(Ag’ wpe) lub (Aw wge)

gdzie A, oznacza zapas wzmocnienia, A, jest zapasem
7y, 7as raz znaczaja pu ] lecia cze-
fazy, za$ wy. oraz wgy. oznacza Isacje odciecia c
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stotliwosciowych charakterystyk transmitancji uktadu o-
twartego G.(s)G,(s), odpowiednio: charakterystyki fa-
zowej oraz amplitudowe;j.

e Dla pary wskaznikow (A, wg.) wprowadzamy nastepu-
jace oznaczenie przyczynku fazowego wprowadzanego do
fazy ukladu otwartego dla pulsacji wgy. przez regulator
op6zniajacy faze:

19]l?ag = arg G(jwge) = Ay — arg Gp(jwye) — 180°.

e Zaktadajac, ze spetnione sg nieréwnosciowe warunki wy-
starczalnosci i niezbednodci regulatora opozniajacego faze

—90° < ¥ < (°

lag

uzyskujemy formuty, wiazace parametry 7), oraz T, trans-
mitancji G.(s) rozwazanego regulatora z wartoscig staty-
cznego wzmocnienia k. (parametr swobodny):

cos ﬂfag - kC|Gp(jw90)|

Wy sin 7 ;
sin 4+ w,.T,(k.) cos 9
Tz(kc) _ lag g p( ) lag

kewge|Gp(jwge)]
1 — k|Gp(jwge)| cos

lag

kewge| Gp(jwge)| sin ﬁﬁzg

e Na wzmocnienie k. natozone jest ograniczenie

1

< :
‘GP (ngc)| cos ﬁlgag

0

< ke

wynikajace z postulatu, aby T.(k.) > 0.
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e Na tej podstawie wnioskujemy, ze tym samym spelnione
jest tez zadanie stabilnosci regulatora lag

T,(k:) > 0.

e Zakladajac, ze Gp(s) jest scisle wlasciwa funkcja wy-
mierna, uzyskujemy nastepujaca ocene uy poczatkowej
wartosci sygnatu sterujacego u(t) przy jednostkowym
pobudzeniu r(t) = 1(t):

T,
Uy = ]{IC .
1,
Dla (A,, wye) pray
1
ke > :
|Gp (]wgc)‘ cos ﬁ?ag
zachodzi
1 — k|G, (jwg)|cos
UOU{?C) ‘ p(] g )’ lag

a |Gp(Jwge)|(cos ﬁfag — kel Gp(jwge)l)

Dla wszystkich dopuszczalnych wartosci parametru k.
poczatkowa wartos¢ ug sygnatu sterujacego podlega prze-
to nastepujacemu ograniczeniu

cos ¥y, da (A )
—_— a s Woe)-
|Gp(jwge)|

W przeciwienstwie do regulatora przyspieszajacego faze,
wartos¢ ta jest ograniczona od gory.

0<uy<

e Analogiczne wyniki mamy dla pary (A,, wpe) (skrypt).
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Przyjmujac, ze
0 S Uo S U max

gdzie ugmax Oznacza dopuszczalng poczatkowa wartosé
sygnatu sterujacego u(t) przy jednostkowym skokowym
sygnale zadajacym, dla (A, w,.) oraz dla

cos v,
0 S U max < —
TGy (jwge)]
uzyskujemy ograniczenie na swobodny parametr k.:
1 o) < U0 max|Gp(Jwye)| cos I, — 1
|G (jwge)| cos 1920@ - |G (Jwge) | (U0 max| Gp(jwge)| — cos 19?0,9)

Pulsacje odcigcia wy. oraz wy. oszacowa¢ mozna na pod-
stawie wymagan odnosnie szybkosci regulacji.

Poréwnajmy warunki, jakie musza spetnia¢ pulsacje od-
ciecia w przypadku uktadu z regulatorem:

* przyspieszajacym faze lead (pulsacje wle“d i wlead)
* op6zniajacym faze lag (pulsacje wlag i wlag).

Pulsacje odciecia amplitudowej charakterystyki transmi-
tancji uktadu otwartego dla zadanego zapasu fazy A

* regulator lead
A, = 270° < arg G, (jwle) < A, — 180°
* regulator lag

A, —180° < arg G, (jwlag) < A, —90°.
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Pulsacje odciecia fazowej charakterystyki transmitancji
uktadu otwartego:

* regulator lead
—270° < arg G, (jwic™) < —180°
* regulator lag

—180° < arg G, (jwl“g) < —90°.

Dla pulsacji odciecia wéecad oraz wé‘}zg :

pasie fazy A, zachodzi zatem

przy ustalonym za-

arg Gp(Jj lead) < arg Gy (]wlag).

Z kolei dla pulsacji odciecia wll)‘fc“d oraz wlag mamy

arg Gy, (]wlead) < arg Gp(jw]lfég).

Gdy fazowa charakterystyka arg G,(jw) jest funkcja ma-
lejaca (przynajmniej lokalnie), spelnione sa nieréwnosci:

lag lead
wgc < wgc

lag lead
wpc < w .

Gdy wymagania dotycza stabilnosci oraz doktadnosci,
wtedy katy 97,, oraz ¥y, nalezy traktowac jako stop-
nie swobody (odpowiednie pulsacje odciecia przyjmuja
teraz wartosci wynikowe). Gdy obowiazuja nieréwnosci
—90° < ¥},, < 0° oraz —90° < ¥y, < 0°, otrzymujemy
formuly przydatne przy syntezie regulatora.

arg Gp(jwpe) = —v9 —180°

lag

arg Gp(jwge) = A, — )

lag

180°.
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e Rozwazmy uproszczong metode syntezy regulatora op6z-

niajacego faze. W tym celu przyjmujemy, ze

W< 9P

o
lag — “lag <0

gdzie gfag jest pewnym oszacowaniem od dotu kata fa-
zowego arg G.(jw,.). Zakladajac dostatecznie mata war-

tosé |07

lag|» TOZEMY Zapisaé, ze

arg G (jwge) = A, — 97— 180°

lag

skad, dla zadanego zapasu fazy A,, wyznaczamy przy-
blizong wartos¢ w,. pulsacji odcigeia amplitudowej cha-
rakterystyki otwartego uktadu regulacji.
Nastepnie, aby zapewni¢ niewielki udzial czestotliwo-
Sciowej charakterystyki transmitancji regulatora w for-
mowaniu charakterystyki transmitancji otwartego ukta-
du regulacji w otoczeniu faktycznej pulsacji odciecia
wge tej charakterystyki, pulsacje
1
Wy =— Oraz w, = —
p z Tz
determinujace poszukiwane parametry 7, oraz T, regu-

latora, muszg przyjmowaé wartosci znacznie mniejsze
od wge.

Prosta reguta wyznaczania wartosci pulsacji w, oparta
jest na zadaniu zachowania dostatecznie duzego — na
przyktad dekadowego — odstepu w, od wy.; w takim
przypadku (‘reguta 0.1") zaklada sie zatem, ze

w, = 0.1+ wg.
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Przyklad 10

e Dany jest model nieminimalnofazowego obiektu

1.2(1 - 0.1s)

o8 = S04 T+ 0.1

e Nalezy wyznaczy¢ parametry regulatora opdzniajacego
faze lag
1+7T.s

c :kC' )
Gels) 1+T,s

ke>0,0<T, <T,

ktory zapewni zapas fazy A, = 40° (przy pulsacji odcie-
cia amplitudowej charakterystyki transmitancji uktadu
otwartego wye = 0.9rad - s7!) oraz ustalony blad sle-
dzenia sygnatu predkosciowego nie wiekszy niz e(oo) =
0.05.

e Wymagane wzmocnienie predkosciowe k, ma wartosé

1
k, = — = 20.
e(oo

Na tej podstawie obliczamy wzmocnienie regulatora

ko

= = 16.6667.
lim, 0 sGp(s)

ke

e Pulsacji odcigcia wy, odpowiadaja nastepujace wartosci
charakterystyk czestotliwo$ciowych sterowanego obiektu:
|Gp(Jwge)] = 1.2495
arg Gp(jwge) —125.227°.
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o Kat fazowy

Viag = arg Ge(jwge) = Ap—arg G (jwy.)—180° = —14.773°

spetnia nieréwnosci —90° < ¥,y < 0°, co pozwala na
wyznaczenie pozostalych parametrow transmitancji G.(s):

T — COS 19lag - kC‘Gp(ngcﬂ — 86.53 5
P Wge SIN Vg .
1— kc‘Gp(jWQC” COS ﬁlag

kewye| Gp(Jwge)| sin diqg

Poczatkowa wartos¢ sygnatu sterujacego, odpowiadaja-
cego jednostkowemu pobudzeniu skokowemu, rowna sie

1
ug = ke 7= 0.7713.
p

Analizujac czestotliwosciowa charakterystyke transmi-
tancji G(s)Gp(s), stwierdzamy, iz tak uzyskany uklad
regulacji posiada zapas wzmocnienia,

A, =11.31dB

oraz pulsacje odciecia fazowej charakterystyki transmi-
tancji uktadu otwartego

Wpe = 2.401rad - s~

Na podstawie czestotliwosciowej charakterystyki uktadu
zamknietego otrzymujemy:

M, =147, w, =0.83rad-s™*

oraz
waap = 1.76rad - s~ 1.
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REGULATOR PI

e Obiekt o operatorowej transmitancji Gp(s) sterowany
jest w ukladzie z rys. 19 za pomoca regulatora PI o
transmitancji

ki

S

Ge(s) =k, +

r(t) u(t) c(t)
—0» Gy(s) G,(s)

Rysunek 19: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e Podamy reguly strojenia nastaw k, > 0 oraz k; > 0 tego
regulatora, wynikajace z wymagan zwiazanych przede
wszystkim ze stabilnoscia ukladu zamknietego (regu-
lator PI podwyzsza stopien astatyzmu uktadu, a tym
samym zwieksza jego statyczna doktadnosc).

Zbadamy mozliwos¢ parametryzacji zbioru nastaw re-
gulatora PI ze wzgledu na wymagania dotyczace wtasnie
doktadnosci, a takze szybkosci regulacji.

e Czestotliwosciowe charakterystyki transmitancji G.(s)
regulatora Pl maja postac:

Ge(Gw)| = ki + kpw?)

k
arg G.(jw) = —90° + arctan ( ZW> :

7

Zatem dla k, > 0 oraz k; > 0 mamy opdznianie fazy

—90° < arg G.(jw) < 0°.
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e Widmowe charakterystyki regulatora Pl — rys. 20.

a) b)
|Gg(jw)|[dB]

o

0°F R
arg Ggljo)

-45°

-20dB/dek
20log kp

-1 -
o[rad-s™] 90° orad-s 1]

Rysunek 20: Czestotliwosciowe charakterystyki transmitancji regulatora PI.

e Wymagania dotyczace zapasow stabilnosci oraz szybkosci
regulacji wyrazamy za pomoca par wskaznikow:

(Agv WPC) lub (Azn WQC)

gdzie A, to zapas wzmocnienia, A, jest zapasem fazy,
za$ wy. oraz wy. oznaczaja pulsacje odcigcia czestotliwo-
sciowych charakterystyk ukladu otwartego G.(s)G,(s),
odpowiednio, charakterystyki fazowej oraz amplitudowe;j.

e Rozwazmy (przyktadowo) strojenie regulatora PI dla
zadanej pary (A,, wye). Zakladamy przy tym, ze kat

Upp = arg Ge(jwye) = A — arg G (jwge) — 180°

spetnia nastepujace nieréwnosci (warunek wystarczal-
nosci oraz niezbednosci regulatora PI)

—90° < ¥, < 0°.
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e Skad tatwo dostajemy formuly na parametry tego regu-
latora:

cos V%
kp = 11
] "
b —wye sin ¥, (12)
Z |Gp(jwge)

e Gdy projektowe wymaganie dotyczy tylko zapasu fazy,
kat 9%, traktowa¢ mozna jako parametr procedury syn-
tezy regulatora PI. Pulsacj¢ odciecia wy. otrzymujemy
teraz z réwnania

arg G (jwge) = A, — 0%, — 180°.

e Dla dostatecznie malych wartosci |9%;] zaleznosci dane
wzorami (11) oraz (12) przyjmuja prostsza postac:

1
k, = ———
i |Gp (Jwgr:)‘
ki = —wycky,sin 191;3 7

e Szacujac warto$¢ pulsacji wy., przyja¢ mozna, ze
Wge =~ Wyc

gdzie wy. jest pulsacja odcigcia amplitudowej charakte-
rystyki obiektu, wyznaczona z réwnania

arg G, (jwge) = A, — 180°.
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e Granicznym warto$ciom kata 9%, przyporzadkowac mozna
nastepujace parametry regulatora PI:

7911)31:<

(

\

0° —

-90° —

regulator P :

regulator [ :

<

\

7

1

o
I

|Gp(Jwge)
ki =0
| arg Gp(jwge) = A, — 180°
(K, =0

[ arg G, (Jwge) = A, — 90°.

e Na zakoniczenie rozpatrzmy sytuacje, w ktorej parametr
k; regulatora PI ustalamy na podstawie wymagan doty-
czacych statycznej doktadnosci regulacji

k; = liné sGpr(s)

za$ warto$¢ parametru k, tego regulatora wyznaczamy
w ten sposob, aby zapewni¢ projektowanemu uktadowi

regulacji zadany zapas fazy A,,.

Pulsacje odcigcia wy. otrzymujemy rozwiagzujac rownanie

kil Gp(jwge)| + wye sin(A, — arg G, (jwge) — 180°%) = 0.

Gdy réwnanie to posiada rozwiagzanie wy. > 0, dla kto-

rego

A, —180° < arg Gp(jwye) < A, —90°

wowczas parametr &, regulatora PI dany jest wzorem

k, =

~cos(A, —arg Gp(jwge) — 180°)

|Gp(]w90)|
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Przyklad 11

e Obiekt G,(s) o charakterystykach widmowych danych
w tabeli 1 sterowany jest za pomoca regulatora G.(s) w
uktadzie zamknietym z jednostkowym ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym.

Tabela 1.

Czestotliwosciowe charakterystyki sterowanego obiektu

w [rad-s~] | [Gp(jw)| | arg Gp(jw)
4.714 1.2472 —100°
5.776 1.0000 —114.55°
6.225 0.9115 —120°
6.666 0.8331 —125°
8.189 0.6173 —140°
10.824 0.3851 —160°
13.419 0.2555 —175°
14.433 0.2204 —180°

a) Wyznacz pulsacje odciecia fazowej oraz amplitudowe;
charakterystyki obiektu, odpowiednio wfc oraz wfc,
a nastepnie oszacuj zapas wzmocnienia, Af; oraz fazy

AP ukladu regulacji bez korekeji (Ge(s) = 1).

b) Dobierz przyktadowe parametry regulatora PI, za-
pewniajace zapas fazy Agl = 55H°.

c) Wyznacz przyktadowe parametry regulatora PI, przy

ktorych zamkniety uktad regulacji charakteryzuje
sie zapasem wzmocnienia Agl = 12dB.
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d) Dla jakich wartosci parametrow regulatora PI zapas
fazy uktadu regulacji bedzie wynosit Agl = 45°, za$
pulsacja odciecia wf;[ amplitudowej charakterystyki

odpowiedniego uktadu otwartego bedzie réwna w?! =

gc
1.25w;}.7

e) Oszacuj wartosci nastaw regulatora PI, przy ktorych
zapas wzmocnienia ukltadu regulacji bedzie réwny
Afjl = 18dB, za$§ pulsacja odciecia wfc[ tazowe]
charakterystyki odpowiedniego uktadu otwartego be-

: o PI P
dzie wynosita w,,. = 0.85w,,..

Z tabeli 1 odczytujemy pulsacje odciecia
wy,, = 14.433rad - s~

fazowej charakterystyki otwartego uktadu regulacji bez

korekcji, a nastepnie wyznaczamy zapas wzmocnienia
Af; tego uktadu

Al = —201og(|G,(jws.)]) = —201og(0.2204) = 13.135dB.

W tej samej tabeli znajdujemy wartos¢ pulsacji odciecia

w;; — 5.776rad - s~

amplitudowej charakterystyki otwartego uktadu regu-
lacji bez korekcji i na tej podstawie obliczamy zapas fazy
AII; tego uktadu

A =180° 4 arg G, (jw,.) = 180° — 114.55° = 65.45°.
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e Przyjmijmy nastepujaca transmitancje regulatora Pl
ki
.

GC(S) = kp+

b) Postawione zadanie nie ma jednoznacznego rozwiazania.
Zaktadajac przyktadowa warto$é swobodnego parametru

19];3[ = —5°
nastawy regulatora Pl wyznaczamy ze wWzorow:
cos
] )
Lo —w, ! sin Y, (14)
l |Gp(iwgd)]
przy czym pulsacja odciecia wa}DCI amplitudowej charak-

terystyki otwartego uktadu regulacji wynika z réwnania

arg G, (jw,. ) = A1 — 9, — 180° = —120°.
Pulsacje te tatwo odczytujemy z tabeli 1

wﬁf —6.225rad - s~ 1.
Parametry regulatora PI maja zatem wartoscé:
k,=1.093 oraz k; =0.595s"".
Zapas wzmocnienia tak uzyskanego uktadu wynosi
A =11.78dB

przy pulsacji odciecia fazowej charakterystyki odpowied-
niego otwartego uktadu réwne;j

w]];cf —13.97rad - s~ L.
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c) Zadanie takze nie posiada jednoznacznego rozwiazania.

Przyjmujac przyktadows warto$é roboczego parametru
19%1 = —5°

nastawy regulatora PI obliczamy ze wzorow:

E 10724"/20 cos 99, (15)
G (w)
y 10725 /200 P] sin 9%, ”
S GG 1
w ktorych wl! jest pulsacja odciecia fazowej charak-

terystyki ukladu otwartego, wyznaczong 7 roOwnania
arg Gy (jw,, ) = =95, — 180° = —175°.
Z tabeli 1 wynika, ze
wl'l = 13.419rad - s

Parametry regulatora wynosza zatem:

k, =0.979 oraz k;=1.1498 s71.
Rozwazany uktad regulacji posiada zapas fazy

Al = 53.99°

przy pulsacji odciecia amplitudowej charakterystyki u-
ktadu otwartego réwne;j

wij = 5.773rad - s
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d) Parametry regulatora PI, zapewniajace uktadowi regu-
lacji wskazniki

AP =45° oraz w,! =125w), =722rad s

wyznaczamy ze wzorow (13) oraz (14), przy czym w tym
przypadku

W, = A —arg Gy(jwl) — 180°

= 45°+130.83° — 180°
= —4.17°.

Rozwiazaniem jest zatem regulator o parametrach:
k,=1.3379 oraz k; =0.7043s7".

Zapas wzmocnienia uktadu, w ktérym zastosowano ten
regulator, wynosi

AT =10.04dB

za$ pulsacja odciecia charakterystyki fazowej odpowied-
niego ukladu otwartego ma wartosé

wfcl =13.99rad - s
e) Regulator PI powinien zapewni¢ wskazniki:

A" =18dB oraz w,, =0.85w,,. =12.268rad s .

Parametry regulatora wyznaczamy ze wzoréow (15) oraz
(16), w ktorych kladziemy

99, = — arg G, (jiwpe)—180° = 168.78°—180° = —11.22°.
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Poszukiwane parametry regulatora Pl réwnaja sie:
k, = 0.4054 oraz k; = 0.9865s .
Wynikowy zapas fazy uktadu regulacji wynosi
AT =173.29°

przy pulsacji odciecia charakterystyki amplitudowej uktadu

otwartego
w;,] =2.723rad - s 1.

e Zauwazmy, ze zadanie rozwigzano w oparciu o niepa-
rametryczny model sterowanego obiektu.

"W rzeczywistosci’ transmitancja tego obiektu ma postac

2.4
(1+ 0.25)2(1 + 0.045)(1 + 0.01s)”

Gy(s) =
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REGULATOR PID

e Rozwazmy uktad regulacji (rys. 21) ztozony z obiektu o
transmitancji G,(s) oraz regulatora PID o idealizowanej
transmitancji

ki
+ de.

GPID(S) = kp + ;

r(t) u(t) o(t)
—>O—{ G(s) Gp(s)

Rysunek 21: Strukturalny schemat uktadu regulacji

e Okreslimy wartosci nastaw ky, k; oraz k; tego regula-
tora, ktore zapewnia projektowanemu ukladowi wyma-
gane wtasnosci, opisane specyfikacjami dotyczacymi kaz-
dej z trzech podstawowych dziedzin jakosci regulacji:
stabilnosci, szybkosci oraz dokladno$ci.

e Niech wy. oznacza pulsacj¢ odcigcia amplitudowej charak-
terystyki transmitancji otwartego uktadu regulacji, zas
A, oznacza zapas fazy projektowanego uktadu. Mamy
zatem:

‘GPID(ngc)Gp(ngcM -
arg(Gpjp(ngc)Gp(ngc)) = Ap— 180°.

e Zachodzi
hr% SGPID(S) = kz



56

co oznacza, iz wartos¢ parametru k; oszacowaé¢ mozna na
podstawie wymaganej statycznej dokladnosci regu-
lacji (w szczegblnosci odnosi si¢ to do wymagan wyrazo-
nych poprzez ograniczenia natozone na wartosci wspot-
czynnikow wzmocnienia predkosciowego k, lub wzmoc-
nienia przyspieszeniowego k).

Przyjmujac k; jako nastawe swobodna, otrzymujemy:

cos
k,(k; " PID 17
M) =16, Gl 1
sin 9? k.
kq(k;) = PID ! 18
k) = e e U

gdzie

19]]9—7]D = arg GPID(ngc) = Ap — arg Gp(ngc) — 180°.

Wymagania dotyczace stabilno$ci zamknietego uktadu
regulacji mozna takze formutowaé, podajac nier6wnos-
ciowe ograniczenia na warto$¢ wskaznika oscylacyjnosci
M, uktadu zamknietego badz tez na warto$é przeregu-
lowania x odpowiedzi skokowej tego uktadu.

Podobnie postepuje sie w przypadku wymagan odnosza-
cych sie do szybko$ci regulacji — wymagania takie
moga byé¢ wyrazone w postaci ograniczen nieréwnoscio-
wych natozonych na pasmo przenoszenia wsgqg uktadu
zamknietego, na rezonansowa pulasacje w, tego uktadu,
badz tez, ewentualnie, na czas ustalania T jego odpo-
wiedzi skokowej.
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e W przypadku, w ktérym wymagania projektowe sfor-
mutowano w postaci pary wskaznikow

(Agv wpo)

gdzie A, jest zapasem wzmocnienia, za$ wp,. oznacza
pulsacje odciecia fazowej charakterystyki transmitancji
Gpip(s)Gp(s), odpowiednie zaleznosci na parametry k,
oraz kg regulatora PID przyjmuja postac:

cos
]f kl o PID
PR = ORI, (i)
sin 199 k;
kd(kz) o PID

1026/200,,.| Gy (jwpe) | w2

z wyroznionym swobodnym parametrem k; oraz katem

Vorp = arg Gprp(jwpe) = — arg Gp(jwpe) — 180°.
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Przyklad 12

e Dla sterowanego obiektu opisanego transmitancja

5
(1+ 0.25)(1 4 0.025)(1 + 0.006s)(1 + 0.001s)

Gy(s) =

wyznacz wartosci nastaw regulatora PID, przy ktoérych
uktad zamkniety bedzie posiadat:

— wskaznik oscylacyjnosci M, ~ 1.4,
— pulsacje rezonansowa w, ~ 100rad - s~ !,

— wzmocnienie predkos$ciowe k, = 100.

Na podstawie wskaznika oscylacyjnosci M, wyznaczamy
(pomocnicza) przyblizona wartos¢ wspotczynnika thu-
mienia ¢, odpowiadajacego parze dominujacych sprze-
zonych biegunéw zespolonych transmitancji zamkniete-
go uktadu regulacji

¢ = 0.3874.

Wspotezynnikowi temu przyporzadkowaé¢ mozna osza-
cowanie zapasu fazy

A, = 41.933°.

Przyblizong wartos¢ pulsacji odciecia wgy. amplitudowe;j
charakterystyki transmitancji otwartego uktadu regulacji
obliczamy na podstawie wymaganej pulsacji rezonan-
sowej Wy

wge = 103.1rad - S
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Dla pulsacji odciecia zachodzi:

Gy (jwge)| = 0.0894

arg Gp(jwg.) = —188.98°
zatem
Vprp = arg Gprp(jwye)
= A, —arg Gp(jw,) — 180°
= 50.913°.

Wspolezynnik wzmocnienia predko$ciowego rozwazane-
go uktadu regulacji dany jest wzorem

k, = lir% sGpip(s)Gy(s) = lir% kiGp(s).
Przeto, biorac pod uwage, ze
kiG,(0) = 100

otrzymujemy
k; = 20.

Wartosci pozostatych parametrow tego regulatora obli-
czamy na podstawie wzorow (17) oraz (18), uzyskujac:

k, = 7.0523 oraz kq=0.08609s.
Transmitancja regulatora PID przyjmuje zatem postac

20
Gpip(s) = 7.0523 + — + 0.08609s.

Uktad zamkniety z tym regulatorem posiada wlasnosci
opisane wskaznikami (vivat MATLAB!):

A, = 18.86 dB, A, =41.9° wpe = 369.1rad - s~
M, = 1.4, w, = 99.89rad - s71, k, = 100.
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e Czestotliwosciowe charakterystyki uktadu otwartego po-
kazano na rys. 22.

b
2) 100 _ ) 0% ———
|Gg(io)|[dB] \\\irg Go(joo)
50 N
-100° ~
ob——— —- RN
\ i Ap
50 200° ?
200 .
N
-100 N
o P
300 N
-150 N
(DQC i ‘DDC ~
° / m[rad-s'1]
-200 0 1 400 0 1 2 3 4
10° 10 10 10° 10 10 10 10 10

Rysunek 22: Czestotliwosciowe charakterystyki otwartych uktadow regulacji:
- - - uktad bez korekty, — uktad z regulatorem PID.

piotrJsuchomski



