Zastosowanie przeksztalcenia Laplace’a

Przyklad 1
Rozwiaz jednorodne rownanie rézniczkowe liniowe

y(t) + 5y(t) + 6y(t) = 0

7 warunkami poczatkowymi

y(0") =a, H(0") =0

Rozwiagzanie
Dokonujac transformacji Laplace’a, uzyskujemy

s?Y (s) —sy(0T) —4(07) +5(sY (s) —y(0)) +6Y(s) = 0

skad wynika, ze

Y(s)

_5a,+b+as_ Sa + b+ as
 6+5s+s2  (24+5)(3+s)

Bieguny funkcji Y'(s) sa wiec biegunami pojedynczymi.
Rozktadajac Y'(s) na utamki proste, otrzymujemy

_3a+b_2a+b

Y(s) = .
(S) 2+ s 34+ s




Rozwiazanie w dziedzinie czasu wyznaczamy korzysta-
jac z odwrotnej transformacji Laplace’a

y(t) = L7HY (s)) = (3a+b)-e ' —(2a+b)-e ™, t >0.
(1)

Sprawdzmy otrzymany wynik, stosujac wzor Haeviside’a

RS o R - R
w ktorym
Y(s) ]\Z((SS)), M’(s):dﬂi(s).

Zatem, uwzgledniajac rownosé M'(s) = 5+2s, otrzy-
mujemy wyrazenie dane wzorem (1).

Przyklad 2

Rozwiaz réwnanie catkowo-rézniczkowe
t
y(t) + 4/ e Ty(r)dr +3y(t) =1, y(0%) = 1.
0

Rozwiazanie
Dokonujac transformacji Laplace’a, otrzymujemy

sY (s) —y(0T) +4- L(e'*y(t)) +3Y(s) = 1/s.

2



Skad wynika, ze

s—1 1 1
Y(S):s(l—l—s)zl—i—s_s(l—l—s)

a nastepnie (znane wzory!)

yt)=e'—(1—e)=2"-1, t>0,

Przyktad 3

Rozwiaz niejednorodne rownanie rézniczkowe
y () +4yP (1) + 4y (1) + 3y(t) = ult)

zakladajac wymuszenie u(t) w postaci jednostkowej funkcji
skokowej oraz warunki poczatkowe:

y(0M) =1, yWO") =2 y?07) =3

Rozwigzanie

Stosujemy wzory:

LyM(t) = sY(s) —y(0")



Na tej podstawie mamy

1+ 155 + 6s% + s°
Y(s) = : 2
(s) s(3+4s + 45 + s3) 2)
Rozkladajac (2) na utamki proste, uzyskujemy
1 0.80952 —4.28571 4 0.14286s

T35 345 08660321 (05197

Y(s)

Na tej podstawie otrzymujemy

y(t) = 0.33333 + 0.80952¢
+ 5.03322¢ " - in(0.86603t — 0.02839), ¢ > 0.

Przyklad 4
Znalez¢ warto$¢ poczatkowa pochodnej sygnalu f(t),
gdy dana jest jego transformata Laplace’a

14 3s

Pl = e

Rozwiazanie

Niech g(t) = f(t). Wtedy



Ale

s + 352
07) = I t) = 1i F(s) = lim ——— = 3.
f(07) tgégf() lim sF(s) Jfim s
(3)
Stad
s + 352 —3 —2s
Gs)=— -3 =—-——.
(5) 1+ s+ 52 1+ 5+ 52
Mamy zatem
—3s5 — 252
07) = i t)=1li G(s) = li = —2.
g(07) tfggg() lim sG(s) fm

Uwaga: Formalnie rzecz biorac, nalezatoby sprawdzi¢,
czy istnieje granica g(0%). Wyznaczmy f(t). Ze wzoru
(3) wynika, ze mianownik transformaty F(s) posiada
zera zespolone:

1+s+s*=3/4+(1/2+ )"
Przeto, dla t > 0, mamy:
ft) = —1/v3-e " - sin(v/3t/2) 4+ 3¢ 712 - cos(v/3t/2)

oraz

f(07) =3.



Pochodna f(t), t > 0, wyraza sie wzorem

g(t) = —V/3e % sin(v/3t/2)
2e 712 . cos(V/3t/2).

A zatem

g(0") = —2.

Zadania

Zadanie 1
Postugujac sie metoda transformacji Laplace’a, rozwiaz jednorodne rownanie
rézniczkowe

j(t) +3y(t) +2y(t) =0, y(0") =a, y(0T) =0

Zadanie 2
Stosujac metode transformacji Laplace’a, znajdz rozwigzanie niejednorod-
nego réwnania rozniczkowego

(1) + 24(1) + By(t) = 3-1(t), y(0") =0, (0*) =0.

Zadanie 3
Model obiektu dynamicznego dany jest rownaniem rézniczkowym

§(t) +4y(t) + 3y(t) = u(?)

przy czym wszystkie warunki poczatkowe sa zerowe. Zaktadajac sygnal we-
jéciowy u(t) = 2cos 3t, t > 0, wyznacz sygnal y(t).



Zadanie 4
Schemat ideowy pokazany na rys. 1 jest modelem rzeczywistego uktadu

rozniczkujacego.
=
u(t)é) ° r[] Ty

Rys. 1. Obwod RC

Oblicz odpowiedz y(t) tego ukladu na pobudzenie skokowe u(t) = E - 1(¢),
jezeli na pojemnosci C' znajduje sie tadunek poczatkowy +Q.

Zadanie 5
Rozwiaz uktad rownan rézniczkowych

U1 — 292 +y1 = 1(¢)
Y1+ 92— 2y = e " 1(1)
y1(07) =1, 32(07) =0.
Zadanie 6
Wyznacz transformate Laplace’a funkcji

=> 1(t-n), t=0.
n=1

Zadanie 7
Wyznacz transformate Laplace’a funkeji (n =0, 2, 4, ...)

(1) = 1 dlan<t<n+1
1 -1 dlan+1<t<n-+2.

Zadanie 8
Znajdz oryginat g, (t) = L7Y(G,(s)) transformaty

n

Gn(s) = H(z +5)7', neN.

i=1
Zadanie 9
Znajdz oryginal transformaty

n—1 n
Gn(s) = H22+s H22—1+s ), méeN.
=1 i=1



Transformata Laplace’a

Fls) = LU(0) = J;° F(t)-e~dr

Odwrotna transformata Laplace’a

F(t) = L7NF(s)) = 55 [1 F(s)-eds

T—7j00

Liniowo$é

Laf(t)+ Bg(t)) = aF(s) + BG(s)

Podobienstwo

a>0

Przesuniecie argumentu oryginatu

Przesuniecie argumentu obrazu

Transformata pochodnej

1(t) = 1(t — o) L(f™M(t) = s"F(s)—> 1, 8" f071(0y)
e—ot L([y f(r)dr) = LF(s)
ot L(fy [T [ f(r)dm) = LF(s)

Granica oryginatu w zerze

lim f(t) = lim sF(s)

t—04 §—00
Granica oryginatu w nieskorczonosci lim f(t) = lir% sF(s)
t—o00 s—

Transformata splotu oryginatow

L(f@) > g(t)) = F(s) - G(s)

Calka Duhamela

L (sF(s)G(s)) = F(D)g(04) + F(£) %9'(2)

Rozniczkowanie obrazu

F'(s) = =L(Lf(1))

Wyzsze pochodne obrazu

F(s) = (=1)"L(t" f(2))

Splot obrazow

L(f(t)g(t)) = 5= [7277%° F(2)G(s — x)dw

= 27j Jr=0—joco
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Funkcja wymierna o biegunach jed- | F(s) = ggg = > ey Ak o D FDViF
nokrotnych ft) =30, Ap-ePrt,
_ N(s) _
Ak— D'(s) o pk’ k_la 1
Funkcja wymierna o biegunach jed- | F(s) = S]]\;(é) Y reo i, pi #p; Vi # 7,
nokrotnych i biegunie w zerze f(t) = ZZ:O Ay - ePrt. py =0,
_ N(O) _ N(s) _
AO_D(O)’ Ak—sD,()sp7 k—l,...,n
Funkcja wymierna o biegunach | F(s) = N S) =D i e —)J,
wielokrotnych pi — blegun n; —krotny, 1=1,...,n,
( ) Zz 12 t] ! epitv
_ 1 dri—d N( ) -
Azj = ! Cds™i—d Dy(s) s=pi ) J= 17 , T
D(s .
D;(s) = (5_1(’i))ni’ i=1,...,n
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