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0.0.1 Zadania do samodzielnego rozwi¡zania
Zadanie 1 Analizuj¡c rz¡d macierzy sterowalno±ci, zbadaj sterowalno±¢
obiektu dynamicznego opisanego równaniem ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t), w którym:

a) A =
[ −1 0

0 −2

]
, B =

[ −2
4

]

b) A =
[ −1 0

0 −2

]
, B =

[ −2
0

]

c) A =



−3 2 −1

4 0 7
1 −1 1


 , B =




0 4
−5 0

0 0




d) A =



−1 0 3

4 0 −1
1 −1 −1


 , B =




1 −2
0 0

−2 2




e) A =



−1 1 0

0 −1 0
0 0 −2


 , B =




0
4

−3




f) A =



−1 1 0

0 −1 0
0 0 −2


 , B =




4 2
0 0

−3 0




g) A =




−1 2 0 0
0 −3 0 0
0 0 −2 0
0 2 0 −1


 , B =




1 1
0 −1
1 0
0 1




h) A =




−1 2 0 0
0 −3 0 0
0 0 −2 0
0 2 0 −1


 , B =




1 1
0 1
1 0
0 1


 .

Zadanie 2 Dana jest para macierzy (A,B), w której macierz A posi-
ada jednokrotne warto±ci wªasne. Przeksztaªcaj¡c t¦ par¦ w par¦ podobn¡
(M−1AM, M−1B), gdzie M jest dowoln¡ macierz¡ diagonalizuj¡c¡ macierz
A, sprawd¹ czy (A,B) jest par¡ caªkowicie sterowaln¡. Rozwa» nast¦puj¡ce
przypadki:

a) A =
[ −2 0

1 −4

]
, B =

[
0
1

]
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b) A =




1 2 6
0 0 0
0 0 −2


 , B =



−2 0

1 −1
0 1




c) A =




3 3 0
0 6 0
5 −13 −2


 , B =




3 1
2 0

−1 1




d) A =



−2 −2 4

0 −1 0
0 0 2


 , B =




2 1
−1 0

0 1


 .

Zadanie 3 Dane s¡ pary macierzy (A,B):

a) A =




0 0 0
1 0 1
0 1 0


 , B =




1 1
1 1
0 0


 ;

b) A =



−2 1/2 0

0 −3 0
0 1/2 −2


 , B =




1
−1

0


 ;

c) A =
[ −5 −2
−1 −4

]
, B =

[
2
1

]
;

d) A =




−7 −26 −62 −116
17 70 168 314

−16 −65 −154 −286
5 20 47 87


 , B =




1 −1
−1 1

0 −1
0 1


 .

Wyznaczaj¡c odpowiednie pary podobne (Ā, B̄) = (M−1AM, M−1B), sprawd¹,
»e we wszystkich przypadkach mamy do czynienia z parami (A,B), które nie
s¡ caªkowicie sterowalne. Nast¦pnie, dla ka»dej pary (A,B) okre±l przykªad-
ow¡ posta¢ sterowaln¡ zdekomponowan¡ (Â, B̂) = (Q−1

c AQc, Q
−1
c B).

Zadanie 4 Obiekt sterowany o jednym wej±ciu u(t) opisany jest rów-
naniem stanu ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), gdzie x(t) ∈ Rn oznacza wektor stanu.
Oblicz warto±ci wªasne macierzy stanu tego obiektu spectrA. Nast¦pnie,
zakªadaj¡c dost¦pno±¢ wszystkich wspóªrz¦dnych wektora stanu, wyznacz
taki wektor k ∈ Rn wspóªczynników sprz¦»enia zwrotnego u(t) = −kT x(t),
przy którym macierz stanu zamkni¦tego ukªadu sterowania posiada zadane
warto±ci wªasne: spectr (A−bkT ) = {λi}n

i=1. Rozwa» nast¦puj¡ce przypadki:

a) A =
[ −3 0
−2 −2

]
, b =

[
1
1

]
, {λi}2

i=1 = {−6,−6};
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b) A =
[

2 −1
1 0

]
, b =

[
6
0

]
, {λi}2

i=1 = {−4,−3};

c) A =
[ −5 1
−1 −3

]
, b =

[ −1
3

]
, {λi}2

i=1 = {−10,−5};

d) A =
[

0 1
−1 2

]
, b =

[
1
0

]
, {λi}2

i=1 = {−2,−2};

e) A =
[

2 −10
3 −9

]
, b =

[ −0.5
−0.5

]
, {λi}2

i=1 =
{−8,−8},
{−16,−16};

f) A =
[

0 1
−1 0

]
, b =

[
1
0

]
, {λi}2

i=1 = {−0.5± j1.32};

g) A =
[ −1 1

2 0

]
, b =

[
0
1

]
, {λi}2

i=1 = {−3,−2};

h) A =




0 1 0
0 0 1
1 −3.5 3.5


 , b =




0
0
1


 , {λi}3

i=1 = {−2,−1,−0.5};

i) A =



−13 −5 11
−12 −8 12
−21 −9 19


 , b =




1
1
0


 , {λi}3

i=1 = {−8,−8,−8};

j) A =



−1 1 1

0 −2 1
0 0 −3


 , b =




1
1
1


 , {λi}3

i=1 = {−5,−5,−4};

k) A =




0 1 0
0 0 1
6 −11 6


 , b =




0
0
1


 , {λi}3

i=1 =
{−5,−4,−3},
{−10,−8,−6};

l) A =




3 2 2 4
1 1 0 1

−1 0 2 −1
−1 −2 −2 −2


 , b =




1
−1

1
0


 ,

{λi}4
i=1 = {−5,−5,−4,−4} .

Zadanie rozwi¡» dowoln¡ ze znanych metod.

Zadanie 5 Obiekt dynamiczny opisany równaniami ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)
oraz y(t) = cT x(t) sterowany jest w ukªadzie zamkni¦tym pokazanym na rys.
1, zachodzi przy tym: A ∈ Rn×n, b ∈ Rn oraz c ∈ Rn. Oszacuj wspóªrz¦dne
wektora k̄ = [ kT −kn+1 ]T ∈ Rn+1 nastawialnych parametrów, które za-
pewniaj¡ macierzy stanu tego ukªadu zaªo»one warto±ci wªasne {λi}n+1

i=1 .
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Wyznacz operatorow¡ transmitancj¦ Gry(s) = Y (s)/R(s) tak uzyskanego
ukªadu sterowania.

Rysunek 1: Strukturalny schemat ukªadu sterowania.

Zadanie obejmuje nast¦puj¡ce przypadki:

a) A =
[ −0.5 −4.5

0.5 −3.5

]
, b =

[ −1.0
−1.0

]
, c =

[
3.0
0.0

]
,

{λi}3
i=1 = {−2.0,−2.0,−2.0};

b) A =
[

0.0 1.0
−3.0 −4.0

]
, b =

[
0.0
1.0

]
, c =

[
2.0
0.0

]
,

{λi}3
i=1 = {−4.0,−4.0,−4.0};

c) A =
[

0.0 1.0
2.0 1.0

]
, b =

[
3.0
1.0

]
, c =

[
2.0
0.0

]
,

{λi}3
i=1 = {−3.0,−3.0,−3.0};

d) A =
[

1.0 −2.0
0.0 −2.0

]
, b =

[
1.0
1.0

]
, c =

[
0.0
3.0

]
,

{λi}3
i=1 = {−4.0,−2.0,−2.0};

e) A =



−1.0 −2.0 0.0

0.0 −2.0 1.0
0.0 0.0 0.0


 , b =




1.0
0.0
1.0


 , c =




2.0
0.0
1.0


 ,

{λi}3
i=1 = {−6.0,−6.0,−4.0,−4.0};

f) A =



−0.5 −0.5 −1.0
−0.5 −1.0 0.5
−0.5 −0.5 −1.0


 , b =




1.0
−2.0

1.0


 , c =




0.0
2.0
2.0


 ,

{λi}3
i=1 = {−4.0,−4.0,−3.0,−2.0} .

Zadanie 6 Obiekt dynamiczny opisany równaniami ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)
oraz y(t) = cT x(t) sterowany jest w ukªadzie zamkni¦tym pokazanym na rys.
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2. Wyznacz wspóªrz¦dne wektorów k oraz m, które zapewni¡ temu ukªadowi
wymagan¡ posta¢ operatorowej transmitancji Grc(s) = C(s)/R(s).

Rysunek 2: Strukturalny schemat ukªadu sterowania.

Obliczenia przeprowad¹ dla nast¦puj¡cych przypadków:

a) A =



−1.0 −5.0 −2.0
−1.0 −1.0 −2.0
−3.0 −5.0 0.0


 , b =




0.0
1.0

−1.0


 , c =




1.0
0.0
0.0


 ,

C(s)
R(s)

=
2(10 + s)2

(4 + s)(5 + s)(6 + s)
;

b) A =




27.0 −26.0 −18.0
0.0 0.0 1.0

27.0 −27.0 −18.0


 , b =



−1.0

0.0
1.0


 , c =



−9.0

0.0
10.0


 ,

C(s)
R(s)

=
216

(6 + s)3
;

c) A =




1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 −2.0 0.0 1.0
0.0 0.0 −3.0 0.0
0.0 0.0 0.0 3.0


 , b =




2.0
0.0
1.0
1.0


 , c =




1.0
1.0

−1.0
0.0


 ,

C(s)
R(s)

=
40(5 + s)2

(4 + s)2(8 + s)2
;

d) A =




1.0 0.0 0.0 0.0
0.0 −1.0 2.0 1.0
0.0 0.0 −3.0 0.0
1.0 0.0 0.0 3.0


 , b =




−1.0
1.0
1.0
0.0


 , c =




0.0
1.0
1.0
0.0


 ,

C(s)
R(s)

=
25(10 + s)2

(5 + s)2(10 + s)2
=

25
(5 + s)2

.

PJSuchomski


